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UvoD

Sto predavati prije: Teoriju skupova ili Matemati¢ku logiku?
To je isto kao pitanje: Sto je bilo prije— koko3 ili jaje?

Teorija skupova treba Matematicku logiku, kao Sto i
Matematicka logika treba Teoriju skupova.

Odgovor je dao Darwin: evolucija— niti je koko$ nastala prije
jajeta niti je jaje nastalo prije kokosi— razvijali su se istovremeno.

Tako su se Teorija skupova i Matematicka logika razvijale
istovremeno. (Za razliku od Logike koja se razvijala ve¢ od
Aristotela, a i ranije.)

Ako se ML i TS predaju u isto vrijeme, onda ¢e svako malo
nastavnik iz ML reéi , A kao Sto znate iz teorije skupova, ..."

a isto ¢e tako nastavnik iz TS svako malo reéi , A kao sto ste udili
u matematickoj logici, ..."

U pocetku moze se raditi i ne-aksiomatski, ali uz izvjestan oprez:
— NAIVNA TEORIJA SKUPOVA.
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Kljuéni momenti razvoja teorije skupova

G. Cantor (1845-1918): radovi o teoriji skupova (1871-1883);
D. Hilbert: Nitko nas nele istjerati iz raja u koji nas je uveo Cantor.
B. Russell (1903): zamah otkri¢em paradoksa;
E. Zermelo: = 1908. prvi prijedlog aksiomatizacije;
= pokazao da se svaki skup moze dobro urediti, sto je
izazvalo mnoge kritike zbog neolekivanosti rezultata;

A. Fraenkel: 1922. precizirao shemu aksioma zamjene;

@ A.Fraenkel i T.Skolem predloZili shemu aksioma zamjene kao
novi aksiom;

@ J.von Neumann eksplicirao aksiom dobre utemeljenosti i

definirao ordinalne brojeve;

K. Godel: 1918. dokazao relativnu konzistentnost ZF teorije

skupova s aksiomom izbora i hipotezom kontinuuma;

P. Cohen: 1963. dokazao nezavisnost hipoteze kontinuuma od

ZF teorije skupova.
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© POJAM SKUPA

@ Poceci i paradoksi
@ Opcenito o skupovima i osnovnim operacijama
@ Prirodni brojevi

25. svibnja 2016.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
1. POJAM SKUPA
§1. POCECI | PARADOKSI

Sto je skup?

U naivnoj teoriji skupova, a to éemo raditi, odgovor je jednostavan:

@ skup je primitivan pojam, i kao takav se ne definira;
@ smatramo da ve¢ imamo razvijen intuitivan pojam skupa;

@ skup je kolekcija objekata koji zajedno Cine cjelinu.

Velik dio teorije skupova Cantor je izgradio na tako klimavim nogama.
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Osnovno u Cantorovoj teoriji

Cantor se nije eksplicite pozivao na aksiome, ali se manje-vise sve
svodi na sljedeca tri aksioma:

1. AKSIOM EKSTENZIONALNOSTI: Dva su skupa jednaka ako imaju
iste elemente.

2. PRINCIP KOMPREHENZIJE: Za unaprijed zadano svojstvo® o
postoji skup Ciji su elementi to¢no oni elementi koji imaju to
svojstvo, tj. {x: G( )} je skup.

tj. o(x )Je ispunjeno

3. AKSIOM IZBORA Za svaki neprazan skup postoji (barem jedna)
funkcija ¢iji su argumenti neprazni podskupovi toga skupa,
a vrijednosti funkcije su elementi argumenta.

1Svojstvo (izjavna funkcija) o je funkcija jedne ili vide varijabli, t.d. je za
svaku vrijednost varijabli, dobivena izjava ili istinita ili lazna.
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Paradoksi

Russellov paradoks
{x:x je skup i x ¢ x} nije skup.

Tako se nesto u matematici dotada josS nije dogodilo!
Uoci: PARADOKS # KONTRADIKCIJA
Kasnije su uoceni i drugi paradoksi:
= Cantorov paradoks skupa svih skupova;
= Buralli-Fortijev paradoks;
= i drugi.
Problem je u principu komprehenzije: Nije sve Sto se moZe opisati
nekim svojstvom, skup.

{A: postoji bijekcije skupa A na skup N} — nije skup
{f : f je neprekidna realna funkcija na segmentu [0, 1]} — je skup;
{G : postoji binarna operacija x t.d. je (G, ) grupa} — nije skup.
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OPREZ!

ZAKLJUCAK: U teoriji skupova ne smijemo graditi nove skupove
pomocu skupova koji jos nisu izgradeni.

TREBA BITI OPREZAN!

TERMINOLOGIJA: Ako je o neko svojstvo (izjavna funkcija) onda
¢emo kolekciju {x : o(x)} zvati klasa.

Neke klase jesu skupovi a neke nisu.

Klase koje nisu skupovi zvat ¢emo prave klase.
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Opcenito o skupovima i osnovnim operacijama

O oznakama: U ,pravoj” teoriji skupova elementi skupova su uvijek
skupovi, i svi se skupovi oznacavaju malim slovima. Naime,
drugacije oznake dovode do problema jer se promatraju skupovi
skupova, pa onda skupovi skupova skupova, itd. Kod nas ¢ée se
rijetko pojaviti vise od 3—4 nivoa, pa ¢emo rabiti oznake a, A, A, ¢, 2.

Navedimo najprije nekoliko osnovnih aksioma, bez kojih ne
moZemo nista:
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Aksiom ekstenzionalnosti

AKSIOM EKSTENZIONALNOSTI
Dva su skupa jednaka ako imaju iste elemente. Pisemo: A = B.

Dakle: A# Bznatidadae Atd.a¢ B,ilidb e Bt.d. b ¢ A(ilioboje).
Ako se radi o kona¢no mnogo elemenata pisemo npr. A ={a, a2, ..., ant.
Jednodlan skup: {a}.

Elementi skupa mogu biti skupovi: {{O},{O, 1},{1,2, 3},{5}}.
Ali: S #{S}. Uvijek! Ali: S € {S}.
Oznake za neke standardne skupove: N, Np, Z, Q, R, C, H
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Aksiom praznog skupa

AKSIOM PRAZNOG SKUPA

Postoji skup koji ne sadrzi niti jedan element.
315td. Vx, x ¢ S.

@ Iz AX ekstenzionalnosti slijedi da je takav skup jedinstven.
Zovemo ga prazan skup i oznalavamo ().

Naprimjer:

x:xeRix=2ix=3}=0
ili

x:xeQix>=2}=0.

Crvenim kruzi¢em @ u margini oznadivat ¢emo tvrdnje ¢iji dokaz ostavljamo za vjezbu.
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Aksiom partitivnog skupa

Inkluzija: A C B znali: a€ A= ac B. Cita se: A je podskup od B.
Kako iz postojecih skupova izgraditi (tvoriti) nove skupove?
Postoji vise nacina.

AKSIOM PARTITIVNOG SKUPA

Ako je A skup onda je klasa svih njegovih podskupova takoder skup.
VAIP td. VB (Be?® < BCA)

@ Iz AX ekstenzionalnosti slijedi da je za svaki skup A takav skup
jedinstven.
Naziva se partitivni skup skupa A i oznalava s 2 (A) ili 24
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Aksiom para

AKSIOM PARA

Za svaka dva skupa A i B postoji skup Ciji su A i B jedini elementi.
VAVB 3C t.d. za VX (Xe C= (X:AiIiX:B))

@ Iz AX ekstenzionalnosti opet slijedi da je za zadane A i B takav
skup C jedinstven, i naziva se (neureden) par.
Oznaka: {A, B} ili {B, A}, svejedno.

Posljedica: Za svaki skup A postoji par {A, A}, i njega ¢emo dogovorno
oznacivati jednostavno {A}. Dakle, {A}:={A, A}
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Aksiom unije

AKSIOM UNIJE

Za svaki skup je klasa elemenata svih njegovih elemenata opet skup.

ili, obi¢nim jezikom:

Za svaki skup skupova & postoji skup S koji se sastoji od onih, i

samo onih elemenata, koji su elementi barem jednog skupa iz &.
VY 3Std. Vx (xS JAtd. je (A S & x € A))

@ Iz AX ekstenzionalnosti slijedi da je takav S jedinstven.
Naziva se unija skupa & (govori se i o uniji familije &).

Oznaka: &, iliJA:Ae &} ili U A
Acd

Kada se radi o uniji od dva skupa uobicajena je oznaka [ {A, B} = AUB.
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Postojanje troclanog skupa

Neka je & = {@,{b},{b, ch {b, d}}. Prema AX unije je klasa
{b, ¢, d} svih elemenata ¢lanova od & takoder skup, tj.
U ={b, c, d} je skup. Dakle, postoji tro¢lan skup.

Ali, kako znamo da je ¥ skup? Prazan skup () i jedno¢lan skup {b}, npr.
{b} = {{0}} = {{0},{0}}, postoje. Trebamo jo3 vidjeti da postoje
skupovi oblika {b, c} i {b, d}, gdje su b, ¢ i d medusobno razli¢iti.

U tu svrhu stavimo npr. ¢ = {0,{0}} i d = {@, {@,{@}}}. Tada je

U7 = {0' o, {{VJ}, {@,{@}}}, {{@)}. {@). {@,{9}}}}}

= {001 {0.001}}

zaista troclan skup.
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Postojanje n-Clanih skupova

Ako su A1, ..., A, skupovi onda postoji skup {A1, ..., An}.

Dokaz: Neka su Aj, ..., A, skupovi. Prema AX para postoje skupovi
{A1, Ao} i {As} ( ={As3, A3}), pa, ponovno zbog AX para, postoji
skup {{A1, Az}, {As}}.

Sada, zbog AX unije, postoji skup | {{Al, Aol {A3}} ={A1, Ay, As}.

AX para = 3 skup {{Al,Ag, A3},{A4}}; AX unije = 3 skup {A1, A, A3, Ag};
itd. indukcijom. O

Za svaki prirodan broj n postoji n-¢lani skup. \

Dokaz: 1z prethodnog teorema i Cinjenice da postoji beskonacno mnogo

razli¢itih skupova. Npr. 0, {0}, {{0}}, {{{@}}} {{{{@}}}} ... O
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Postoje li beskonacni skupovi?

Dakle, sada znamo da postoji beskonacno mnogo skupova, ali ne
znamo postoji li ijedan beskonacan skup.

Naime, kada bismo znali da je beskonacna klasa & skupova iz
dokaza prethodnog korolara 2.3, za koje znamo da postoje, skup,
onda bi po AX unije znali da postoji i njihova unija, koja bi tada
bila beskonacan skup jer su svi skupovi iz & medusobno razliditi.

Ali to ne znamo! Ne znamo je li klasa & skup.
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Shema aksioma separacije

Sljedeéi aksiom omogucuje definiciju (ne aksiomatizaciju!)
presjeka, Kartezijevog produkta, i drugih stvari, a zamjenjuje
Princip Komprehenzije, koji je u osnovi veine paradoksa.

SHEMA AKSIOMA SEPARACIJE?

Ako je A skup a o neko zadano svojstvo® na A, tada je klasa svih
a € A koji imaju svojstvo o takoder skup.
VA3Btd.Va(ae B (a€ A& o(a))

Zasto ,shema aksioma” a ne ,,aksiom”?
Zato jer se tu radi o, u principu, beskona¢no mnogo aksioma:
za svako svojstvo o — jedan aksiom.

Ako je o neko zadano svojstvo, onda se govori o aksiomu
separacije za svojstvo o.

2Vukovi¢ str. 10; Papié: Aksiom izbora podskupova (specifikacije), str. 10
3vidi fusnotu na str.5
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Presjek skupova

Definicija 2.4
Za proizvoljan skup & se s [ oznacava klasa

{x:zasvaki A€ ¥ je x € A}
i naziva se presjek skupa (familije) .

Ako su A i B skupovi onda se [|{A, B} oznatava AN B,
n
i analogno za n skupova, Ay N---NA, =({AL,...., Al = N A;.
j=1

Uod¢i da je ovo definicija a ne aksiom presjeka (za razliku od uvodenja
unije skupova).

Potrebno je, dakle, dokazati da je klasa kojom je gornjom
definicijom definiran presjek, zaista skup.
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Presjek skupa skupova je zaista skup

Za svaki skup & je presjek (| takoder skup.

Dokaz: Prema AX unije postoji skup S =J¥.
Neka je o svojstvo na S definirano ovako:

0(x) = za svaki A € & vrijedi x € A.

Prema AX separacije za svojstvo o, klasa svih x ¢ S=J ¥
koji imaju svojstvo o, tj. klasa svih x-eva t.d. za svaki A € &
vrijedi x € A, je skup, a to je upravo bila definicija presjeka. O
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Razlika skupova

Definicija 2.6
Za proizvoljne skupove Ai B's A\ B oznacavamo klasu
{x:x € A& x ¢ B}, i to se naziva razlika skupova A i B.

Ako je U neki fiksni skup i A C U, onda se razlika U \ A naziva
komplement skupa A (u odnosu na skup U), i éesto se oznadava AC.

Za proizvoljne skupove A i B, razlika A\ B takoder je skup.

Dokaz: Razlika A\ B definirana je svojstvom 0 na A ovako: o(x) =x ¢ B
pa je prema AX separacije za svojstvo o, A\ B skup. O

Korolar 2.8

Ako je U neki fiksni skup i A C U podskup, onda je komplement
Al =y \ A takoder skup. O
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Algebra skupova

Osnovna svojstva unije, presjeka i komplementa

(i) komutativnost AUB=BUA

ANB=BNA
(if) asocijativnost AU(BUC)=(AUB)UC An(BNnC)=(AnB)nC
(iii) distributivnost

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC(C)
(iv) idempotentnost

AUA=A ANA=A
(v) Deko.)rganovi (AUB)E = At BC (AnB)¢ = Aty RE
zakoni
(vi) AUD=A AND=0
(vii) AuU=U ANU=A
(vii) AuAt = U AnAL =9
(ix) 0t =u

Ut =9
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Indeksirana familija (indeksirani skup)

Definicija 2.9

Neka je o/ neka neprazna familija skupova (tj. neprazan skup), i
neka je J neki skup. Svaka surjekcija J —» 9 naziva se indeksna
funkcija. J je indeksni skup ili skup indeksa, a familija & zajedno s
indeksnom funkcijom f je indeksirana familija (skupova).

Za j € J vrijednost f(j) € o oznacujemo A; pa indeksiranu
familiju oznacujemo {A;}jc ili {A;}; ako je jasno, ili nevazno,
0 kojem se skupu indeksa J radi.

Napomena: Indeksna funkcija ne mora biti injektivna, tj. moze biti
A; = Aj iako je i # j.
Drugim rijeCima, isti skup familije &f moze se pojaviti viSe puta
kao element indeksirane familije {A;};.
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Dvije napomene

1. Na svaki skup mozemo gledati kao na skup indeksa tako da
identitetu 15: S — S interpretiramo kao indeksnu funkciju.
Zase Sjels(s)=s €S, tako da dobivamo indeksiran skup
{ss}ses ={slses ={s:s€ 5} =5.
2. Na svaku familiju skupova mozemo gledati kao na indeksiranu
familiju of = {Aj}jcy ={A;:j € d} ={A: A€ o}, ali se obitno
ipak indeksni skup oznacuje razli¢itim slovom, npr. of ={A;:j € J}.

Uz takvu oznaku, unije i presjeci familija skupova oznacuju se ovako:
U&ﬂ :U{A:AEd}:U{Aj:jeJ}:UjeJAj:UjAj
ﬂd :ﬂ{AiAEd}:ﬂ{AjZJGJ}:ﬂjeJAj:ﬂjAj



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
1. POJAM SKUPA
§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Asocijativnost, distributivnost, komplement

Kao i za dvoclane unije i presjeke, vrijede ove formule:
AU LJ/MZZ LJ(ALJ/V) AN r]/M:: r}(Afj/h)

jed jed jed jed
AN LJ/”ZZ LJ(A(W/M) AU r]/yiz r](ALJ/h)
jed Jjed jed jed

Ako su A; C U za sve j onda vrijede De Morganove formule

(UA) =nA&  (na)-ua
jed jed Jjed Jjed
tj.
UNUA=NUNA) U\ A= UU\A)
Jjed Jjed Jjed jed
@ Korisna je i ova, manje ,,prozirna” jednakost:
UAURB) =g UUJRB (%)
@® OPREZ: Analogna jednakost za presjek ne vrijedi! Objasni!
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Induktivni skupovi

Intuitivno znamo Sto je beskonacan skup. Takvi su npr. skupovi
N, Z, R,... ali iz dosadasnjih aksioma ne mozemo zakljuciti da
beskonacni skupovi postoje. No, najprije jedna definicija:
Definicija 3.1

Neka je S neki skup. Skup ST := S U{S} (koji postoji prema
aksiomima para i unije), naziva se sljedbenik skupa S.

Primjer 3.2

| \

0T =0u{0}={0}
0t =0T u{0T) = u {0} = {0, {0}

| \

Definicija 3.3
Za skup A kazemo da je induktivan ako mu pripadaju prazan skup
i sljedbenik svakog elementa skupa A.

A\
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Aksiom beskonacnosti

AKSIOM BESKONACNOSTI
Postoji induktivan skup.

Teorem 3.4

Presjek bilo koje neprazne familije & induktivnih skupova je
induktivan skup.

Dokaz: ZaVAe S jele Apajed e Y.

Ako je x € (¥ onda je x € A za svaki A€ ¥,
= xt € Azasve Ac ¥ jer suskupovi A induktivni
= xteNd
= presjek (< je induktivan skup. O
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Najmanji induktivan skup

Postoji najmanji (u smislu inkluzije) induktivan skup.

Dokaz: Neka je A bilo koji induktivan skup i neka je w presjek svih
induktivnih podskupova od A. Prema teoremu 3.4, w je induktivan skup.
Tvrdnja: w je najmanji induktivan skup, tj. svaki induktivan skup B sadrzi w.
Zaista, AN B je induktivan skup, i podskup je od A, pa sadrzi w
koji je sadrzan u svim induktivnim podskupovima od A, tj.
w C AN B; specijalno je w C B. O
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w — prosireni skup prirodnih brojeva

Navedimo nekoliko elemenata skupa w i njihove uobicajene nazive i oznake:
f=0
0 =0u{0}=0u{0}={0}=1
17 =10{1}={0}u {{0}} = {0,{0}} ={0,1} =2
2t =20{2}={0,1}U{2}={0,1,2} =3

n+;nU{n}:{O,l,Z,...,n—l}U{n}:{O,1,2,...,n—l,n}::n+1

Definicija 3.6

Skup w naziva se prosireni skup prirodnih brojeva.
Koristi se i oznaka Ng. Dakle, w = Ny = NU{0}.
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Princip matematicke indukcije

Jedno od najvaznijih svojstava skupa w je sljedece:

Teorem 3.7 (Princip matematicke indukcije)

Neka je S C w podskup sa svojstvom da je0 € S i da ako jen € S
ondajeint €S. Tada je S = w.

Dokaz: Iz pretpostavki teorema slijedi da je skup S induktivan, a kako je
w najmanji induktivan skup, toje w C S C w, paje S = w. O
Iz definicije prirodnih brojeva, tj. skupa w, vidimo da je, npr.,
3={0,1,2}C{0,1,2,3} =4,t.3C4. Alii3e4
Slicnoje2e€3¢€b, alii2ehb.
Zato nije neobic¢na sljedeéa definicija:

Definicija 3.8

Za skup A kazemo da je tranzitivan ako je svaki element nekog
elementa skupa A i sam element skupa A.
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Tranzitivni skupovi

Teorem 3.9

(a) Skup A je tranzitivan ako i samo ako je svaki element skupa A
ujedno i podskup skupa A.

(b) Skup A je tranzitivan ako i samo ako je | JA C A.

Dokaz: (a) [= Akojeac Aix € aondajex € A pajeaCA.
< (VacA=aCA) = VxcajexcaCA pajexcA A
(b) [= Neka je skup A tranzitivan i x € |JA. Tada Ja€ A td. je
X € a, pa je, zbog tranzitivnosti, i x € A, tj. [JA C A.

< Nekaje JACA ZaacAixeajexeaC Ja'=JACA,
tj. x € A, pa je skup A tranzitivan. a'eA O
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Tranzitivni skupovi

Teorem 3.10
Ako je A tranzitivan skup onda je | JAT = A.

Dokaz: AT = AU{A} pa je

UAT =U(AU{A)})
=(UA)uU (%) (prema jednakosti (*) na str. 24)

unija jedno¢lane familije
—(UA)UA=A 0
(I

C A jer je A tranzitivan, tm.3.9(b)
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Prirodni brojevi su tranzitivni skupovi

Svaki element skupa w, t.j. svaki prirodan broj ukljucujuéi i 0,
Jje tranzitivan skup.

Dokaz: Indukcijom: Neka je S C w podskup onih prirodnih brojeva koji
su tranzitivni. OCito je 0 € S, po definiciji tranzitivnosti.
n~sn": Nekajen € Sinekajex € n™ = nU{n}. Tadajex € nilix = n.
1. Akojexc€nondajexCnCnt, tj xCn'.
|
jer je n tranzitivan, tm.3.9(a)
2. Ako je pak x =nonda je x C nU{n}=n".
Dakle, svaki element skupa n™ je ujedno i njegov podskup,
pa je, prema teoremu 3.9(a), skup n™ tranzitivan, t.j. nT € S.

Prema principu matematicke indukcije zakljuéujemo da je S = w,
tj. svaki prirodan broj je tranzitivan skup. O
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Prirodni brojevi kao skupovi nekih prirodnih brojeva

Svaki je prirodan broj skup nekih prirodnih brojeva. \

Dokaz: Neka je n € w. Za svaki element x € n je x € n € w, pa kako
je skup w tranzitivan, to je x € w, tj. svaki element skupa n je
prirodan broj.

NAPOMENA: Na skupu w moze se definirati uredaj ovako:

m < n ako je m€ n
pa se dokaze da je svaki prirodan broj jednak skupu svih od njega
manjih prirodnih brojeva.

O

Takoder, definiraju se i raCunske operacije i dokazuju njihova
svojstva, ali se mi time ne¢emo baviti.
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Peanovi aksiomi

Osnovna svojstva skupa w opisana su ovim teoremom:

Teorem 3.13 (Peanovi aksiomi?)

(i) 0 e w

(i) new=ntecw

(iii) Ne postoji x € w t.d. je xT =0, tj. zaVx € w je xT #0.
(iv) AkoS C w ima svojstvodaje0e€ Sida(neS=nte8),
onda je S = w.

(v) Ako za m,n € w vrijedi m™ = n" onda je m = n.

Dokaz: (i) i (if) slijede neposredno iz definicije induktivnog skupa.
(iii) Za svaki x € w je xt =xU{x} # 0 =0.
(iv) To je princip matematicke indukcije koji smo dokazali.
(v) mt =nT = Um" =Jn". Kako su mi n tranzitivni skupovi,
to je prema teoremu3.10, UmT =miln" =n, pajem=n. [

40vim je aksiomima 1889. J. Peano definirao prirodne brojeve i iz njih izveo
sva uobicajena svojstva.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Dokaz matematickom indukcijom

Sto je to dokaz matematickom indukcijom?

Zelimo dokazati da je neka tvrdnja T, koja ovisi o prirodnom broju n,
istinita za sve prirodne brojeve.

Dokaz matematickom indukcijom sastoji se od dvije faze:
(i) baza indukcije: dokaze se da vrijedi T(0) ili T(1);
(ii) korak indukcije: za svaki n € w, uz pretpostavku istinitosti
tvrdnje T(n), dokaZe se istinitost tvrdnje T(n+1).2

Time je dokazano da je tvrdnja T(n) istinita za sve n € w odnosno n € N.
Dokaz da dokaz matematickom indukcijom zaista dokazuje istinitost

tvrdnje T(n) za sve n:

Neka je S C w skup onih n-ova za koje je tvrdnja T(n) istinita.

Zbog (i) je0 € S, aiz (ii) slijedida (n€S=n+1=n" € §),

pa je S = w prema principu matematicke indukcije.

5Korak indukcije moze izgledati i ovako:

(ii)* za svaki n € w, uz pretpostavku istinitosti tvrdnji T(k) za k =
dokaze se istinitost tvrdnje T(n+ 1).
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© RELACIJE | FUNKCIJE

@ Funkcije — neformalno
o Kartezijev produkt
@ Binarne relacije

25. svibnja 2016.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
2. RELACIJE | FUNKCIJE

§4. FUNKCIJE - NEFORMALNO

Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
f: X — Y domena / Citaj: ,fsaXuY"
f(x) je vrijednost funkcije f u tocki x, f(x) € Y.
sin x nije funkcija! To je vrijednost funkcije sin: R — R u toc¢ki x € R.
f(A) :={f(x) : x € A} gdje je A podskup od X,
dakle f(A) C Y i naziva se slika skupa A.

f
X— Y
f(X) Slika funkcije f
je skup f(X) C Y.
Y XxY
Graf funkcije f je skup 3 %

Mri={(x,f(x):xeX}CTXxY. ‘ \_//\\‘/X
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Kompozicija; injekcija—surjekcija—bijekcija; praslika

Kompozicija funkcijaf: X — Yig: Y — Z jefunkcijagof: X — Z
definirana s (go f)(x) ;= g(f(x)) i pise se gf(x)ili (gf)(x).
f g
X Y Z

gof
Za A C X inkluzija.: A— X je dana s L(x) = x, x € A.
Zaf: X =Y i AC X restrikcija fla: A— Y je definirana s
(fla)(x) :=f(x), x € A.

injekcija (1-1 preslikavanje) / surjekcija (preslikavanje na) / bijekcija
identitetaid: X — X,ilil: X — X,ililx: X — X: id(x) =x,Vx € X
konstantna funkcijac: X — Y za koju je c¢(x) = c(x’) zasve x, x’ € X
Praslika skupa B C Y je skup f~1(B) ={x € X: f(x) e B}C X

bez obzira postoji li funkcija 1 ili ne!

[rabi se i oznaka f*~(B) posebno f < (y) za f~1(y) = F1({y})

kada 1, kao funkcija s Y u X, ne postoji.]
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Inverzna funkcija

Nekoliko Cinjenica o kompoziciji funkcija:
® Kompozicija funkcija je asocijativna, tj. ho(gof) = (hog)of.
® Ako je g o f injekcija onda je f injekcija.
@ Ako je g o f surjekcija onda je g surjekcija.
® Ako su f i g bijekcije onda je i kompozicija g o f bijekcija.
® Ako je g o f bijekcija, moze li se iSta reéi o funkcijama f i/ili g?
Inverzna funkcija: Nekaje f: X — Y. Ako postoji funkcijag: Y — X t.d. je
gof=1xifog=1y onda je g inverzna funkcija funkcije f.
Nema svaka funkcija inverznu funkciju. Ali ako inverzna funkcija
postoji onda je ona jedinstvena i oznacuje se f1: Y — X.
Jos nekoliko Cinjenica:
® VAC X jeAC f (f ) Jednakost vrijedi akko je f injekcija.
®VBCYije f( (B)) C B. Jednakost vrijedi akko je f surjekcija.

o fUaAoc :U(xf o) f(ﬂ(onc)gmo(f(Acx)
71(U(53[3):U(3f71(3[5) fﬁl(ﬂﬁBﬁ)Zﬂﬁf

(A)
-
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Ureden par

Za definiciju Kartezijevog produkta dvaju skupova treba nam
pojam uredenog para:

Definicija 5.1

Neka su x i y dva objekta (tj. skupa u ,pravoj” teoriji skupova).
Skup {{x}.{x,y}} naziva se ureden par i oznaluje se (x, y).
N )

ova dva (neuredena) para postoje prema aksiomima para i unije

X se naziva prva a y druga koordinata uredenog para (x, y),

a od ranije ,poznatu” Cinjenicu da su dva uredena para jednaka
ako i samo ako su im jednake odgovarajuce koordinate, treba
dokazati—ona nije dio definicije.

x,y)=K"y") & x=x"&y=y’
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: (<= Ovaj smjer je ocit.
S5 Neka je {00 B )} = (xy) = (6y') = () By .
=>{x}exy) =K y)={{x1L{x"y}
Stoga je {x} = {x'}ili {x} ={x’, y'}.
(a) Ako je {x} ={x’} onda je prema AX ekstenzionalnosti x = x’.
Tada Je {x,y) € {Ix},{x", y'}} = {{x). (x, ')}, pa Je
ili (a1) {x,y}=1{x} = ye{x} = y=x, teje
() ={0 {x x} = {0 = {03} T
=(x"y)=(xy)={{xL{xy}} |~
= {x,yte{{xl} = {x,y't={x} = y =x,daklex=x"=y=y" A
ili (a2) {x,y}={x,y'} pajeiliy =y’ te smo gotovi,
ili je y = x pa kao u (a;) dobivamo x = x’ =y =y’ AN
(b) Ako je {x} ={x’,y’}ondasu x’,y’ € {x} pajex’' =y’ =x. Kao
u (a) zaklju¢ujemo dajeiy =x pajeopet x =x" =y =y’ O
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Kartezijev produkt

Neka su A i B skupovi. Tada je klasa{(a,b):a € A, b € B}
takoder skup.

Nazivamo ga Kartezijev ili direktan produkt skupova A i B

i oznacujemo A X B.

Dokaz: Prema aksiomima para i unije postoji skup AU B,
pa prema AX partitivhog skupa postoji skup % (QZ’(A U B)).
Prema AX separacije, klasa
{z:zG@(@(AUB)) i (EIUGA, dveBtd. je z=(u, v)) }

|

o(z)
je skup, i to je upravo Kartezijev produkt A x B. Naime,
z:(u,v):{ {u} , {u, v} } O
{I— I

€P(A)CP(AUB)  €P(AUB)
| €7 (7 (AUB)) J
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Primjeri

@ a < b, (,ajemanjiod b"), je jedna relacija medu realnim brojevima.
Za neke uredene parove (a, b) realnih brojeva ona vrijedi, a za neke ne.
Za par (2,5) ona vrijedi jer je 2 < 5, ali za par (7, 1) ne vrijedi jer 7 £ 1.
Kaze se i da neki parovi (a, b) € R x R jesu u relaciji <, a neki nisu.

Dakle, relacija < je podskup skupa R?> = Rx R.

@ Djeljivost prirodnih brojeva, m | n, (m,n) € N x N.

@ Sli¢nost trokutova u ravnini.

Ali u relaciji mogu biti i elementi razli¢itih skupova, naprimjer:

o Neka je A skup svih kruZnica ravnine R?, i neka su P € R? i
k € K u relaciji ,,je srediSte od" ako je tocka P srediste kruznice k.
Dakle, ,, je srediste od” je neki podskup skupa R? x X .
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Binarna relacija

Definicija 6.1

Neka su X i Y dva skupa. Svaki podskup R C X x Y naziva se
binarna relacija iz X u Y.

Umjesto (x, y) € R najéescée se pise x R y, i ¢ita se ,,x je u relacijis y"
Ako je X = Y kaze se da ,,R je relacija na X"

Neka svojstva koja relacija R na X moze imati:

(a) refleksivnost: za svaki x je xRx; A:={(x,x):xe X}CR
(b) antirefleksivnost: za svaki x je =(x R x); RNA=1)
(c) simetricnost: x Ry = y R x;

(d) antisimetricnost: (x Ry & yRx) = x=y;

(e) asimetricnost: x Ry = —(y Rx);

(f) tranzitivnost: (x Ry & yRz) = xRz

(g) povezanost ili usporedivost: x 2y = (xRy ili y Rx).
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Relacija ekvivalencije

Nas ée u ovom kolegiju zanimati prvenstveno relacije uredaja, < ili <
(jer relacije ekvivalencije , znamo"). Ipak, ponovimo:

Definicija 6.2

Relacija koja je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna naziva se
relacija ekvivalencije.

Primjeri 6.3
® jednakost (brojeva, podskupova, funkcija, ... );
® slic¢nost i kongruencija trokutova u ravnini;
® paralelnost pravaca u ravnini;
® slicnost matrica;
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Particija skupa i relacija ekvivalencije

DEFINICIJA: Svaki rastav skupa X na medusobno disjunktne
podskupove naziva se particijom skupa X.

Svaka relacija ekvivalencije na skupu X definira jednu particiju
toga skupa, i obratno, svaka particija skupa X definira jednu
relaciju ekvivalencije na tom skupu.

Za relaciju ekvivalencije R na skupu X, ¢lanove pripadne particije

toga skupa nazivamo klase ekvivalencije (s obzirom na relaciju R),
@ i te klase zaista jesu skupovi.

Klasu ekvivalencije koja sadrzi element x € X oznalujemo [x].

Dakle, [x] ={x’ € X : xR x}. Svaki element klase [x] naziva se

reprezentantom ili predstavnikom te klase.

DEFINICIJA: Skup {[x] : x € X} svih klasa ekvivalencije skupa X

s obzirom na relaciju ekvivalencije R naziva se kvocijentni skup

i oznacuje X/R.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
2. RELACIJE | FUNKCIJE
§6. BINARNE RELACIJE

Primjer: racionalni brojevi

U skupu N x N definiramo relaciju ~ C (N x N) x (N x N) ovako:
(a, b) ~ (¢, d) ako je ad = bc.
Refleksivnost i simetrija su ocite, pa provjerimo tranzitivnost:

(a,b)~(c,d) = ad = bc L adf = bcf

(c,d)~ (e, f) = cf =de 2 pef = bde
te je (a, b) ~ (e, ). O

= adf = bde éi af = be,

A $to je kvocijentni skup (NxN)/~? Sto su klase ekvivalencije [(a, b)] ?
To su pozitivni racionalni brojevi. (Da smo gledali istu relaciju ~

na Z x N dobili bismo sve racionalne brojeve, tj. skup Q.)

Dakle, racionalni brojevi su klase ekvivalencije razlomaka.

Umjesto npr. [(2,3)] piSe se i [%] ali najcesé¢e samo % t.].
identificira se klasa ekvivalencije s nekim reprezentantom te klase.
Tako % = 2 (kako nas u&e u osnovnoj skoli), zapravo znati [%] = (2],
tj. (2,3) ~ (4,6), ili drukije pisano, 3 ~ 2.
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Primjer: orijentirane duzine i vektori

Sli¢na je situacija s definicijom vektora u ravnini ili prostoru.
Vektori u ravnini su klase ekvivalencijigrijﬂiranih duzina,

pri Cemu su dvije orijentirane duzine AB i CD ekvivalentne ako se
duzine AD i CB raspolavljaju.

(Ima posla da se dokaZze tranzitivnost.)

- v e . s - Vo e . g
U prostoru treba jos zahtijevati da su orijentirane duzine AB i CD
komplanarne.

OBJASNITI frazu ,,definicija je dobra” na primjeru zbrajanja racionalnih
brojeva i zbrajanja vektora.
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Funkcije kao relacije

U §4 govorili smo o funkcijama ali ih zapravo nismo bili definirali.

Definicija 6.4

Funkcija f sa skupa X u skup Y je svaka relacija f C X X Y za
koju vrijedi:

(i) zaVxe X,dye Ytd. je (x,y)€f,i

(ii) akosu (x,y) € fi(x,y’) € fondajey’ =y.

(i) i (i) se zajedni¢ki mogu zapisati ovako:
zaVxe X,y e Ytd. je (x,y) €f.

v

Umjesto (x, y) € f pise se y = f(x), a umjesto f C X x Y pise se
f: X—=Y.

v

Dakle, funkcija f se definira kao njezin graf Ir C X x Y.
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Slika funkcije je skup

Teorem 6.5

Neka su X i 'Y skupovi a f: X — Y funkcija. Za svaki podskup
A C X je klasa

f(A):={y:yeYidxeAtd je(x,y) €f}
takoder skup. o(y)

Specijalno, f(X):={y € Y:3x € X t.d. jey = f(x)} je skup,
f(X) C Y, i naziva se slika funkcije f.

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz AX separacije za svojstvo o(y).

O

Teorem 6.6

Neka su X i'Y skupovi, BC Y, if: X — Y funkcija. Tada je
klasa f~1(B):=={x € X:3y € Btd. jey =f(x)} C X
takoder skup, i naziva se praslika ili original skupa B.
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© POTENTNOST SKUPOVA

Ekvipotentni skupovi

Konacni skupovi

Prebrojivi i neprebrojivi skupovi
Princip rekurzivne definicije
Beskonacni skupovi i aksiom izbora
Kardinalnost

® 6 6 6 6 o

25. svibnja 2016.
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Ekvipotentnost

Zelimo nekako razlikovati skupove ,po veli¢ini”.
Za konacne skupove to je lako— ,,prebrojimo” ih.
Ali Sto to znaci: prebrojiti? | Sto znaci da je npr. 3 < 77

e Pri¢a o putnicima i sjedalima u autobusu.

Definicija 7.1
Za skupove A i B kazemo da su ekvipotentni ako postoji bijekcija

f: A— B. (Dakle, injektivna surjekcija s A na B.)
U tom slucaju pisat ¢emo A ~ B.

4

e {7,15,—6} ~ {2, , /—1}
e {0,1}~{0O, A}

0 {1,2,3,...1~{2,4,6,...}
o N~7Z

N,
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Primjeri
Primjeri 7.3
//ﬁ\
° [a, b] ~[c, d] geometrijski: a,’_,’i‘.b
d—c 4 V, ‘4.
xc+ p==(x—a) s

(] <a,b>~R I I
rY ra o—)
X HX: ;/ ay anrb X ' ’b R
y=y
X = 5+ 35 (x —b) tg
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Primjeri

Primjer 7.4

[0,1) ~(0,1)

_|_

X X X
|
©|O1 B[ NI

N INOIN N
x x x X
A AN AN A
.-A‘.-Aoow-mw'\)\’-‘

[o)][)]

X
|
I—i‘l—i
olw
oI~ AW NIR O

Za vjezbu dokazite
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Primjeri

(0,1] ~ (0, 1] x (0, 1]
Svaki broj x € (0, 1] ima jedinstven zapis bez beskonaéno mnogo nula.

Kao primjer, neka je x = 0.0230010005430950041 . ..

Znamenke svrstamo u grupe koje zavrsavaju znamenkom razli¢itom

od nule: x =0.02 3 001 0005430950041 ...

i takav x € (0, 1] preslikamo u par (x1, x2) € (0,1] x (0, 1] ovako:
x — (x1,x2) := (0.02 001 409 004 ..., 0.30005351 ...)

Jasno je kako se definira inverzno preslikavanje: x; i xo se zapisu u

grupama kao gore, pa se paru (xi, xo) pridruZi x definiran tako da
se za decimale uzimaju naizmjence grupe od x3 odnosno xo.

v
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O injekcijama pocetnog komada skupa N

OZNAKA: Za svaki k € Nskup{1,2,..., k} nazivamo pocetnim komadom
ili pocetnim segmentom skupa N, i oznacujemo ga [1..k].°

Teorem 8.1

Za svaki k € N je svaka injekcija f: [1.. k] — [1..k] ujedno i
surjekcija, dakle, bijekcija.

Dokaz: Indukcijom po k. Zak =1je[1..1] ={1}, paje tvrdnja oligledna.
k ~> k+1: Nekaje f: [1..k+1] — [1..k + 1] injekcija.
Tada je i restrikcija ]y x: [1.. k]l = [1.. k + 1] injekcija.
Imamo dva sludaja:
1. slu¢aj: f(k+ 1) =k+ 1. Tadaje f([1..k]) C[1..k], pa je
restrikcija fljy. x1: [1.. k] — [1.. k] injekcija, dakle, PP1/ i surjekcija.
Stogajei f:[1..k+1] — [1..k + 1] surjekcija. JAN

5Vukovié, Teorija skupova, koristi oznaku Ny.
"Koristit éemo skraéenicu PP| umjesto ,,po pretpostavci indukcije”.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

/Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1)=:ip€[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je f(jo) = k+ 1. Inale bi bilo f([ .. ]) C [1.. k] pa bi restrikcija
flin. gz [1..k] = [1..k] bila injekcija, pa onda PPI, i surjekcija,
te bi postojao iy € [1..k] t.d. je f(i1) =ip=Ff(k+1).

12 ok ak+1
A
12 io k k+1
Ali kako je i1 # k41 dobili bismo kontradikciju s injektivnos¢u od f.
Postoji, dakle, jedinstven jo € [1..k] t.d. je f(jo) = k+ 1. AN
Definirajmo g: [1.. k] — [1.. k] ovako: g(j) = { fw rzaJ #J.O.
lo vzaj=Jo

g je ocito injekcija, pa je PPl i surjekcija. Stoga je i f surjekcija.

Naime, neka je £ € [1.. k + 1] proizvoljan.
a) Ako je Ly, k+1 onda zbog surjektivnostiod g, 3j€[1.. k] t.d. je f(j)=L.
b) Ako je { =iy onda je f(k+1) =ip = L.
c)Akoje{=k+1ondaje f(jo)=k+1=L. O
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Konacni skupovi

Definicija 8.2
Za skup A kazemo da je konacan ako je prazan ili ako postoji
n € N t.d. je A ekvipotentan skupu [1..n].

Teorem 8.1 pokazuje da je n iz definicije jedinstven. Pisemo k(A) = n,
i kazemo da je kardinalnost od A jednaka n.

Iz definicije neposredno slijedi:
Korolar 8.3

Ako su skupovi A i B ekvipotentni i skup A je konacan, onda je i
skup B konacan. []

Jednostavna posljedica teorema 8.1 je:
Korolar 8.4

Svaka injekcija A — A konacnog skupa A u sima sebe je ujedno i
surjekcija, dakle i bijekcija. O




UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

Podskupovi konacnih skupova su konacni skupovi

Teorem 8.5
Za svaki podskup A C [1..m] postoji £ € N, £ < m, takav da je A
ekvipotentan skupu [1..4], pa je k(A) = L.

Dokaz: Indukcijom po m. Za m =1 tvrdnja je ocigledna.
m~>m-+1:NekajemeNt.dzaVBC[l..m], < mtd.jek(B) =1L
Nekaje A C [1..m+1]. Akoje A C [1..m] onda tvrdnja slijedi iz PI.
Ostaje slu¢aj m+1 € A. Tada je A\{m+1} C [1..m] pa PPI
Htd. je k(A\{m+1}) =L tj. A\{m+1}~[1..4.
Tadaje A~[1..0+1], tj. k(A) =€+ 1. ]

Korolar 8.6
Svaki podskup konacnog skupa je konacan skup.

Dokaz: Neka je A C B gdje je B neki konacan skup. Prema definiciji,
postojime Ntd.je B~[1..m],paje A~A"zanekiA’ C[1..m].
Prema teoremu 8.5 postoji { < mt.d. je A~[1..4]. O
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Podsjetnik: induktivni skupovi

Vratimo se nacas prirodnim brojevima. Jedna varijanta definicije
induktivnog podskupa od R, je sljedeca:

Definicija 8.7

Podskup A C R je induktivan ako sadrzi broj 1 i za svaki x € A je i
x+1eA.

Ocito je presjek svih induktivnih podskupova od R jednak skupu N.
Dakle,
o N je induktivan skup, i
e vrijedi princip indukcije:
Ako je A C N induktivan podskup od N onda je A =N.
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Dobro uredenje skupa prirodnih brojeva

Teorem 8.8 (o dobrom uredenju skupa N)
(a) Za svaki n € N, svaki neprazan podskup skupa [1..n] ima

najmanji element.
(b) Svaki neprazan podskup skupa N ima najmanji element.

Dokaz: (a): Neka je A C N skup onih n-ova za koje (a) vrijedi.
O¢ito je 1 € A jer je jedini neprazan podskup od [1..1] ={1} on sam.
n~> n+1: Pretpostavimo da je n € Ainekaje C C[1..n+1].
Ako je C ={n+ 1} onda je n+ 1 najmanji element od C.
U protivhom promotrimo CNI1.. n] koji je neprazan podskup od [1.. n].
PPl je n € Apa CN[1l..n] ima najmanji element, te je taj ujedno i
najmanji element skupa C. Dakle, C ima najmanji element, tj. n+1 € A.
Kako je A induktivan skup, zakljuéujemo da je A=N. = (a)
(b) Neka je ) # D C N, i odaberimo neki n € D. Skup DN [1..n] je
neprazan, pa prema (a) ima najmanji element. To ¢e automatski

biti i najmanji element skupa D. L]
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Karakterizacija konacénih skupova

Teorem 8.9

Neka je A neprazan skup. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
(i) skup A je konacan;

(ii) postoji k € N i surjekcija [1..k] — A;

(iii) postoji m € N i injekcija A — [1..m].

Dokaz: (i) = (ii): A # () je konadan pa postoji bijekcija g: A — [1.. K]

za neki k. Inverzna funkcija g~ 1: [1..k] — A je trazena surjekcija. A
(i) = (iii): Neka je f: [1..k] — A surjekcija. Za a € A neka je b,

najmanji element skupa f~1(a) C [1..k].

Za a# a’ su skupovi f~1(a) i f~1(a’) disjunktni, pa je b, # b,

Stoga je funkcije g: A — [1..k] definirana s f(a) = b, injekcija. A
(iif) = (i): Neka je g: A — [1..m] injekcija. Tada je korestrikcija

g: A — g(A) bijekcija, paje A~ g(A) C [1..m]. Prema teoremu 8.5

je g(A), aondai A, konacan skup. O
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Konacne unije i produkti konacnih skupova

Korolar 8.10

Konacne unije i konacni Kartezijevi produkti konacnih skupova su
konacni skupovi.

Dokaz: Neka su Ai B neprazni konacni skupovi, inekasu f: [1..m] — A

i g:[1..n — B bijekcije. Funkcija h:[1..m+n — AUB
. ) fj) . 1<j<m

definirana s h(j) = {g(jgm)y m—i—Jl <j<m+n
je ocito surjekcija (mozde ne i bijekcija!), pa je AU B konacan skup.
Sada se tvrdnja za proizvoljne konacne unije, dokaze indukcijom.
Dokazimo da je i produkt A x B konacan skup.
Za svaki a € A je skup {a} x B konacan jer je ekvipotentan skupu B,
pa je produkt A x B = J{a} x B konaéan kao konaéna unija
konaénih skupova. acA

Tvrdnja za konacne produkte dokazuje se sada indukcijom. O
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Beskonacni skupovi
Evo jos jedne jednostavne posljedice teorema 8.1, tocnije korolara 8.4:

Korolar 8.11

Ako je A konacan skup onda ne postoji bijekcija skupa A na neki
njegov pravi podskup, tj. konacan skup ne moZe biti ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu. []

i njegove posljedice

Korolar 8.12
Skup N nije konacan.

Dokaz: Funkcija f: N — N definirana s f(n) = n+ 1 je bijekcija skupa N
na njegov pravi podskup N\ {1}. O

Definicija 8.13 (Ovo je definicija, ne tautologija!)

Skup koji nije konacan je beskonacan skup .
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Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

Odsada ¢emo se gotovo iskljucivo baviti takvim, beskona¢nim skupovima.
Pa pogledajmo najprije ,,najmanje” beskonacne skupove.

Definicija 9.1

Skup A je prebrojivo beskonacan ako postoji bijekcija f: A — N.
Skup je prebrojiv ako je konacan ili prebrojivo beskonacan.
Skup koji nije prebrojiv je neprebrojiv.

Evo nekoliko jednostavnih primjera prebrojivo beskonacnih skupova:

Primjeri 9.2

oN; 2N={2,4,6,...}; 2N—1={1,3,5,...}
. - 2n  ,n>0
@ 7Z: funkcija f: Z — N definiranas f(n) :{

— <
je bijekcija. CARIEE
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Primjer 9.3: Skup N x N je prebrojivo beskonacan

(gof)(xy)=3(x+y—2)(x+y—1)+y {(m,n):n<m}CNxN

fx,y)=x+y—1y)

e —> 6 —> o — o
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Primjer 9.4: Skup Q racionalnih brojeva je prebrojiv

Dovoljno je dokazati da postoji bijekcija N — Q. tj. da je Q. prebrojiv.
Tada lako konstruiramo bijekciju Q = Q_U{0}UQ, — —NU{0}JUN =Z — N.

7 sljedeci su skupovi prebrojivi:
e QxQ;
@ skup intervala realnih brojeva
s racionalnim krajevima;
@ skup tocaka ravnine s
racionalnim koordinatama.

O o N oo glo BNO

OIN 0N NN Ol G BN

©[0 00|00 N[0 0 G0 [0 W[
OO WO N©Y OV Y HO WO NO

©Old ols NS oy
©olor colgr NloT oo
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Karakterizacija prebrojivih skupova

Za prepoznavanje prebrojivih skupova, koristan je sljedeéi teorem:

Teorem 9.5

Za neprazan skup B sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:

(a) B je prebrojiv;
(b) postoji surjekcija f: N — B;
(c) postoji injekcija g: B — N.

Dokaz: (a) = (b) Ako je B prebrojivo beskonadan onda, po definiciji
postoji bijekcija, dakle i surjekcija N — B.
Ako je B # () konadan, onda postoji bijekcija h: [1..n] — B za neki n.

i <j <
Prosirimo h do surjekcije f: N — B ovako: f(j) = { ll;(({l)) ' jl;i S0
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Zavrsetak dokaza teorema 9.5

(b) = (c) Neka je f: N — B surjekcija. Definirajmo g: B — N's
g(b) := najmanji element skupa f~1(b)
(takav postoji prema teoremu 8.8 o dobrom uredenju skupa N).
Kako je f surjekcija, to je f~1(b) # () za svaki b € B,
a jer je najmanji element jedinstven, funkcija g je dobro definirana.
Za b # b’ skupovi f~1(b) i f~1(b’) su disjunktni, pa su i njihovi
najmanji elementi razli¢iti. Stoga je funkcija g injektivna. A
(c) = (a) Neka je g: B — N injekcija. Tada je g bijekcija s B na g(B),
pa bi dovoljno bilo pokazati da je svaki podskup od N prebrojiv.
Ako je C C N konacan onda je prebrojiv po definiciji. Ostaje, dakle,
pokazati da je svaki beskonacan podskup od N prebrojivo beskonacan.
Ta je tvrdnja razumna (plauzibilna): treba samo ,,nanizati” elemente od C.
Jednostavno: uzmemo N u uobicajenom uredaju i ,izbriSemo”
¢lanove koji ne pripadaju skupu C. O
Ipak, plauzibilnost nije dovoljan argument za dokaz— mozda smo
nesto previdjeli. Pedantnom dokazu posvetimo zato sljede¢u lemu:
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Beskonacni podskupovi od N

Lema 9.6
Svaki beskonacan podskup C C N je prebrojivo beskonacan.

Dokaz: Definirajmo induktivno bijekciju h: N — C ovako: Neka je h(1)
najmanji element od C (postoji, i jedinstven je prema teoremu 8.8).

n—1~-n: Skup C\ h([1..n—1]) je neprazan, inale bi C bio konacan,
pa definiramo  h(n) := najmanji element od C\ h([l ..n— 1]) ().
Dakle, induktivno smo definirali h(n) za sve n € N.

h je injekcija: Zam < nje h(m) € h([l .. n—1]), dok h(n) ¢ h([l .. n—1]).

h je surjekcija: Neka je ¢ € C. Pokazimo da je ¢ € h(N).
h(N) & [1..c] jer je hinjekcija. Stoga dn € N t.d. je h(n) > c.
Neka je m € N najmanji broj t.d. je h(m) > c. Tada zasve j < m
vrijedi h(j) < c, pac ¢ h([l .m— 1]), tj. c € C\h([l..m— 1}).

Kako je h(m) = min (C \h([1..m— 1])), mora biti h(m) < c.
Dakle, h(m) = ¢, tj. ¢ € h(N) pa je h i surjekcija. O




UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§9. PREBROJIVI | NEPREBROJIVI SKUPOVI

Analiza prethodnog dokaza: u ¢emu je problem?
Zasto smo taj dokaza morali istaknuti u zasebnu lemu?

Zasigurno smo sli¢ne dokaze ve¢ ranije vidjeli i u drugim kolegijima,

ali bez posebne pompe i naglaska. Ipak, u prethodnom smo dokazu

malo ,rastegnuli” logicke principe. To smo ucinili kada smo

induktivno definirali h(n) za sve n € N. Sto kaze PRINCIP INDUKCIJE?
Ako je A C N induktivan skup onda je A=N.

| taj se princip koristi za dokazivanje tvrdnji indukcijom, a tipi¢an dokaz

teCe ovako: Neka je A C N skup brojeva za koje tvrdnja vrijedi.

Pokazimodajel € Aidaiznée Aslijedin41 € A.

Medutim, mi u prethodnom dokazu tvrdnju nismo dokazivali indukcijom,

mi smo nesto, h, definirali indukcijom. Kako je onda trebao teéi dokaz?

Neka je A skup brojeva za koje je funkcija h definirana. ...

Ali to je besmislica: h nema smisla na pocetku dokaza, h dobiva

smisao istom tijekom dokaza. Treba nam, dakle, nesto novo.

Treba nam PRINCIP REKURZIVNE DEFINICIJE.
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Rekurzivna definicija

U dokazu leme 9.6 htjeli smo, zapravo, ustvrditi sljedece:
Ako je C C N beskonacan podskup onda postoji jedinstvena
funkcija h: N — C koja zadovoljava sljede¢u formulu:

(%) h(1) = najmanji element skupa C
h(j) = najmaniji element skupa C\ h([1..j—1]), zasvej> 1.

(*) se naziva rekurzivna formula za h— definira h pomo¢u nje same,

a definicija dana takvom formulom naziva se rekurzivna definicija.

Ali, rekurzivne definicije mogu dovesti do logickih poteskoca.

Nema svaka rekurzivna formula smisla. Npr., rekurzivna formula
h(j) = najmaniji element skupa C\ h([1..j+1])

je sama sebi kontradiktorna: svakako je h(j) € h([l Lt 1])

a formula upravo tvrdi da h(j) nije element od h([1..j+ 1]).

Sli¢na situacija je s Russellovim paradoksom (brico koji brije sve
one koji se ne briju sami).
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Princip rekurzivne definicije

Na sre€u, neke rekurzivne formule imaju smisla. Tocnije, vrijedi ovaj

PRINCIP REKURZIVNE DEFINICIJE (Dedekind)
Neka je A skup. Ako je dana formula koja definira h(1) kao jedinstven
element skupa A, i za sve j > 1 definira h(j) kao jedinstven element
skupa A pomocu vrijednosti od h za prirodne brojeve manje od j,
onda ta formula definira jedinstvenu funkciju h: N — A.

Formula (x) u nasem dokazu leme 9.6 zadovoljavala je princip
rekurzivne definicije, pa je nas dokaz, a time i dokaz teorema 9.5
koji karakterizira prebrojive skupove, bio korektan.

A dokaz principa rekurzivne definicije dat ¢emo u sljedeé¢em § 10.
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Podskupovi prebrojivog skupova su prebrojivi

Dokazimo nekoliko posljedica teorema 9.5:

Korolar 9.7
Svaki podskup prebrojivog skupa je prebrojiv.

Dokaz: Neka je skup B prebrojivi A C B. Prema teoremu 9.5 postoji
injekcija f: B — N, pa je restrikcija f|4 injekcija skupa A u N,
te je skup A prebrojiv prema teoremu 9.5. []
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N x N je prebrojivo beskonacan

lako smo sljedecu Cinjenicu ve¢ dokazali direktno, primjer 9.3, evo je opet:

Korolar 9.8
Skup N x N je prebrojivo beskonacan.

Dokaz: Prema teoremu 9.5 treba samo konstruirati injekciju f: NxN »— N.
Definirajmo f(m, n) := 2™ 3", Dokazimo da je f injekcija:

Neka je (m, n) # (p, q), i neka je m < p. Ako je f(m,n) = f(p, q),

onda je 2M 3" =2P 34 :2m
3n — 2p7m 3q
M- | I
neparan = m=p
Dakle, 3" =39, pajein=q, tj. f je injekcija. U

Komponiranjem surjekcije N — N x N s funkcijom g: Nx N — Q
definiranom s g(m, n) = [%] koja je odito surjekcija, dobiva se
surjekcija N — Q., koja ponovno (v. primjer 9.4) pokazuje da je
skup Q4 prebrojiv. A da je beskonacan—jasno je.
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Prebrojiva unija prebrojivih skupova

Teorem 9.9

Prebrojiva unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

Dokaz: Neka je {Aj}jcs familija prebrojivih skupova, gdje je J = Nili
J =1[1..n], ineka su svi Aj neprazni. Kako su skupovi J i A;, j € J,
prebrojivi, postoje surjekcije g: N — J i fi: N — A;, j € J.
Definiramo h: N x N — (J A; formulom h(k, £) := fz(4)(£).

JjeN
Lako se vidi da je h surjekcija. Komponiramo li h s bijekcijom
N — N x N, dobivamo surjekciju N — [ J A;. O

j€J
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Konacan produkt prebrojivih skupova

Teorem 9.10
Konacan produkt prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

Dokaz: Indukcijom.
Neka su A i B prebrojivi skupovi. Akoje A= (ili B = () ondaje AxB = ().
Za A# (i B # () odaberimo surjekcije f: N - Ai g: N — B.
Tada je funkcija h: NxN — Ax B definirana's h(m, n) := (f(m), g(n))
surjekcija, pa je A x B prebrojiv.

n—1~- n: Postoji bijekcija Ay x « -+ x Ay = ((Ay X -+ X Ap_1) X Ap)
definirana s (xq,...,xn) — ((xl, ... ,xn_l),x,,).
PPI skup A1 x --- X Ap_1 je prebrojiv, pa tvrdnja slijedi iz prvog
dijela dokaza. O
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Potencije skupova

Specijalne vrste produkata su potencije.

Za neprazan skup A i prirodan broj n definirase A":=Ax --- X A,
I — |

naziva se n-ta potencija skupa A, n faktora

i sastoji se od uredenih n-torki (a1,...,an), aj € A j € [1..n].

Dakle, A" je skup svih funkcija f: [1..n] — A, uz oznaku f(j) =: aj.

Teorem 9.11
Neka su A i B neprazni skupovi. Klasa svih funkcijas B u A je skup. [

Uobicajena oznaka za skup svih funkcija s B u A je AB (Vukovi¢: BA).
Dakle, A" = All--nl,

Svaka funkcija N — A naziva se niz u skupu A, pa je AV, ili A,
skup svih nizova u A, a njegovi se elementi, dakle nizovi u A,
obi¢no oznaluju (a1, a0, a3, ...), ili (ag, a1, a2, ...).
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Skup svih nizova nula i jedinica nije prebrojiv

Na osnovi teorema 9.9 i 9.10 lako je pomisliti da je i prebrojiv
produkt prebrojivih skupova prebrojiv skup.

Medutim, ¢ak niti prebrojiv produkt dvoclanih skupova nije prebrojiv.

Teorem 9.12

Skup nizova nula i jedinica, tj. skup {0, 1}°, nije prebrojiv.

Dokaz: Pokazat ¢emo da niti jedna funkcija g: N — {0, 1} nije surjekcija.
Oznadimo g(n) = (Xn,, Xny, - - -+ Xn,, - - - ), gdje je svaki Xn; jednak 0ili 1,
inekajey = (y1,¥2,.. ., ¥n, ... ) €{0, 1}* definiran ovako:

] 0, ako je x,, =1
Yn = 1, ako je x,, =0
Ocito je y # g(n) za svaki n, tj. g nije surjekcija.

Provedeni se dokaz, kao i dokaz sljedeeg poopcenja, naziva
Cantorov dijagonalni postupak.
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Poopcenje

Teorem 9.13 (Cantor)

Neka je A bilo kakav neprazan skup. Ne postoji injekcija % (A) — A
niti surjekcija A — % (A). Specijalno, A i %2 (A) nisu ekvipotentni.

Dokaz: Opéenito, ako je B neprazan skup i f: B — C injekcija, onda

uvijek postoji surjekcija g: C — B: definira se s

f~L(c) ,zacef(B)

gle) = { bilo kako, za c € C\ f(B)’

Treba, dakle, pokazati da niti jedna funkcija g: A — % (A) nije surjekcija.

ZaVac Ajeg(a) CA Nekaje B={acA:a¢gla)} CA.
Tvrdnja: B Z g(A), pa g nije surjekcija.

Pretpostavimo da g je surjekcija. Tada Jag € A t.d. je g(ag) = B.

Jeliage Biliag ¢ B?

a €B & a()EA\g(ao) & a9 € A\ B
Dobivena kontradikcija dokazuje teorem. O
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Neprebrojivost skupa realnih brojeva.

»Najvazniji" neprebrojiv skup je svakako R, skup realnih brojeva.

U primjerima 7.3 i 7.4 pokazali smo ekvipotentnosti R ~ (0, 1) ~ (0, 1],
pa je dovoljno pokazati da je skup (0, 1] neprebrojiv. Evo dokaza:
Svaki broj iz (0, 1] ima beskonadan decimalan prikaz 0.x3 x2 X3 . . .,
gdjesux; €{0,1,..., 9}, i ako ne dozvolimo konaéne decimalne zapise,
tj. decimalne zapise koji zavrsavaju beskona¢nim brojem nula, onda
je taj zapis jedinstven.

Pretpostavimo da je (0, 1] prebrojiv. Tada njegove elemente mozemo
svrstati u nizz  x3 = 0.x11 x12 X313 . ..

xo = 0.x01 X202 X23 . . .

X3 = 0.X31 X32 X33 ...

3, ako je xpn # 3
2, ako je xpp =37
Ocito je y € (0,1] i y # x, za sve n. O

Definirajmo broj y =0.y1 yo y3... t.d. je y, = {



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§9. PREBROJIVI | NEPREBROJIVI SKUPOVI

Kritika prethodnog ,,dokaza”

Cinjenica kako svaki realan broj ima beskonacan decimalan prikaz,
je vrlo netrivijalna posljedica definicije realnih brojeva, bilo da se
pocne s prirodnim brojevima N pa se preko Z i Q dode do R,

bilo da se R definira aksiomatski kao potpuno uredeno polje.

S druge strane, neprebrojivost od R nije posljedica beskonacnog
decimalnog zapisa ili nekog drugog algebarskog ili analiti¢kog
svojstva skupa R, vec iskljucivo uredajnih svojstava od R:

@ postojanje supremuma svakog nepraznog odozgo omedenog podskupa
@ gustoda.

Takav se ureden skup naziva linearni kontinuum.
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Analiza dokaza leme 9.6

Vratimo se principu rekurzivne definicije, i u tu svrhu analizirajmo dokaz
leme 9.6 kako je svaki beskonacan podskup C C N prebrojivo beskonacan

U dokazu smo bili rekurzivno definirali funkciju h: N — C formulom
(%) h(1) = najmanji element skupa C
h(j) = najmanji element skupa C \ h([l j= 1]), zasve j > 1.

Dokazimo zaista postojanje jedinstvene, ovako definirane funkcije,
tj. dokazimo Princip rekurzivne definicije u ovom specijalnom sluéaju.

Za svaki zadani prirodan broj n postoji funkcija f,: [1..n] — C
koja zadovoljava (%) zal < j < n.

Dokaz: Tvrdnja ovisi 0 n pa ima smisla dokaz indukcijom.
Neka je A skup brojeva n € N za koje lema vrijedi.
Dokazat ¢emo da je skup A induktivan, dakle A =N.
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Zavrsetak dokaza leme 10.1

Za n =1 lema je istinita jer je fi: {1} — C jednoznaéno definirana s
f1(1) = najmanji element od C (skup N je dobro ureden, teorem 8.8),
i tako definirana funkcija f; zadovoljava (*).

n— 1~ n: PPI postoji funkcija f,—1: [1..n—1] — C koja zadovoljava
(%) zasve 1 < j < n—1. Definirajmo f,: [1..n] — C formulom
fn(j):{ . ) fa—1(j) ,J:E[l..n—l]

najmanji element skupa C\ f,_1([1..n—1]), j=n
Kako je skup C beskonacan, f,—_1 nije surjekcija, pa je skup
C\ fr_1([1..n—1]) neprazan, te je f,(n) definirano.

POANTA: ova je definicija korektna jer f, nije definirana pomocu nje sdme,
nego pomocu vel legitimne funkcije f,_1.

Sada se lako provjeri da f, zadovoljava (x) za sve 1 < j < n.
Naime, za 1 < j < n—1je f,(j) = fa_1(j), pa (x) vrijedi PPI.
Za j = n je fy(n) = najmanji element skupa C\ f,_1([1..n—1])
pa f, zadovoljava () zasve 1 <j < n. \ —f([L..n—1)) D
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Jedinstvenost rekurzivno definirane funkcije

Osim postojanja, treba nam i jedinstvenost rekurzivno definirane funkcije.

Neka funkcije f: [1..m] — C ig: [1..n] — C zadovoljavaju (),
svaka na svojoj domeni. Tada jef(j) = g(j) za sve1<j <min{m, n}.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, pa neka je k najmanji broj za koji je
f(k) # g(k). Tadaje k # 1jerje f(1) = najmanji element od C = g(1).
Kako je k najmanji broj za koji se f i g razlikuju, za sve j < k
vrijedi f(j) = g(j), a kako f i g zadovoljavaju (x), to je
f(k) = najmanji element od C\ f([l k— 1])

e —

|
g(k) = najmanji element od C\g([l ok — 1])
pa je f(k) = g(k) == f(k) #glk). O
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Specijalan slucaj principa rekurzivne definicije

Dokazimo zaista ranije najavljeni specijalni slucaj principa
rekurzivne definicije, koji je potreban u dokazu leme 9.6.

Teorem 10.3
Postoji jedinstvena funkcija h: N —C koja zadovoljava (¥) za sve n€N.

Dokaz: Prema lemi 10.1, za Vn € N postoji funkcija [1..n] — C koja
zadovoljava (*) za sve 1 < j < n, a lema 10.2 pokazuje da je takva
funkcija jedinstvena. Oznaéimo jus f,: [1..n] — C.

KLJUCNI KORAK: Dakle, za Vn € N imamo jedinstvenu funkciju f,,
tj. jedinstven podskup f, C[1..n x C C N x C.

Definirajmo h:=J f,.
Ocito je h C N x C, i treba samo pokazati da je to funkcija,

tj. da se svaki j € N pojavljuje kao prva koordinata to¢no jednog
elementa od h, i da h zadovoljava ().
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Zavrsetak dokaza teorema 10.3

h je funkcija: Neka je j € N. Tada j pripada domeni funkcije f, ako i
samo ako je n > j. Stoga je skup tocaka iz h kojima je j prva
koordinata, to&no skup parova (j, fx(j)), n > j.
Ali, prema lemi 10.2, za m, n > j je fn(j) = f,(j), pa je za dani
Jj € N skup {(J f,,U)) 'n }j} = {(J ﬂ-(j))} jednodlan.
Dakle, za svaki j € N postoji i jedinstven je element od h kojemu
je prva koordinata jednaka j, tj. h je funkcija. A
h zadovoljava (*): To je posljedica ¢injenice da je h(j) = f,(j) zasve n > j,
i ¢injenice da f, zadovoljava (%) zasve 1 <j < n.
Jedinstvenost funkcije h dokazuje se posve analogno dokazu leme 10.2. [

Ovime je u potpunosti opravdan dokaz leme 9.6,
a time i karakterizacije prebrojivih skupova, teorem 9.5.
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Princip rekurzivne definicije

Dokaz sljedeceg, opcleg teorema o principu rekurzivne definicije,
zapravo je isti kao i upravo proveden dokaz leme 9.6 i teorema 10.3,
pa ga ostavljamo studentima za vjezbu.

Teorem 10.4 (Princip rekurzivne definicije)

Neka je A neprazan skup i ag € A neki element. Neka je @ funkcija
koja svakoj funkciji s nekog [1..n] u A pridruZuje neki element
skupa A. Tada postoji jedinstvena funkcija h: N — A t.d. je

h(l) = 4ap
(RF) { h(j) = @(hlp. j-1)) zaj > 1.

(RF) se naziva rekurzivna formula za funkciju h.
Ona specificira h(1) i izrazava h(j) koristeéi vrijednosti od h u
brojevima 1,2,...,j — 1, a pomocu funkcije .
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Primjer

Primjer 10.5 (Teorem 10.3 je zaista specijalan slu¢aj teorema 10.4)

Za beskonacan podskup C C N neka je ag = min C, a funkcija ¢
neka je definirana kao

@(f) = najmanji element skupa C \ (slika od f),

LTJ

gdje je f bilo koja funkcija 7: [1..n] — C za bilo koji n.
Bududi su domene funkcije f (argumenata od ¢) konacni skupovi,
a C je beskonacan, to su skupovi C \ Im f uvijek neprazni, pa je @
dobro definirana funkcija. Prema teoremu 10.4, postoji jedinstvena
funkcija h: N — C t.d. je h(1) = ag, i da za j > 1 vrijedi

h(j) = @ (Al j-1))
= najmanji element skupa C \ Im (h|[1..j71])

= najmanji element skupa C\ h([l oj— 1]). Ol
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Primjer: definicija potencije

Primjer 10.6

Neka je a € R. Potencija se rekurzivno definira ovako:

al=a
gl = = o g
Pokazimo ,strogu” definiciju funkcije h: N — R za koju je h(n) = a".
Stavimo ag = a i definiramo funkciju ¢ ovako:
©(f) = f(m)-a, gdje je za Vm, f: [1..m] — R proizvoljna funkcija.
Prema teoremu 10.4 postoji jedinstvena funkcija h: N — R t.d. je
h(l)=a
h(j) =@ (hln. j11) zaj> 1.
Tozna¢idaje h(l)=aih(j)=h(j—1)-azaj>1.
Oznacimo li h(j) =: &, dobilismo al =aiad =a1-azaj>1.

4

@ Sli¢no se definiraju faktorijeli.
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Prepoznavanje beskonacnih skupova

Znamo ve¢ nekoliko dovoljnih uvjeta za prepoznavanje beskonacnih
skupova. Naprimjer:

@ Ako skup A sadrzi prebrojivo beskonacan podskup onda je
skup A beskonadan (jer korolar 8.6 kaze da je svaki podskup
konac¢nog skupa konadan).

@ Ako postoji bijekcija skupa A na neki njegov pravi podskup,
onda je skup A beskonadan (jer korolar 8.11 kaze da ne
postoji bijekcija konaénog skupa na njegov pravi podskup).

Sljedeéi teorem pokazuje da su ovi uvjeti i nuzni.
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Karakterizacija beskonacnih skupova

Neka je A skup. Sljedecée su tvrdnje ekvivalentne:

(a) Postoji injekcija f: N — A.

(b) Postoji bijekcija skupa A na neki pravi podskup od A.
(c) Skup A je beskonacan.

Dokaz: (a) = (b) Nekaje f: N — Ainjekcija. Ozna¢imo f(n) =: a,, n € N,
i B:={an:n € N}=f(N)CA. Kako je f injekcija, to m # n = a,, # an.
an+1, zZax=ap€B
x , zax¢B
g je ocito bijekcija. A

Definirajmo g: A — A\{a1} ovako: g(x) = {

(b) = (c) To je upravo kontrapozicija korolara 8.11 (ne postoji bijekcija
konaénog skupa na njegov pravi podskup). A
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,Zavrsetak” dokaza teorema 11.1

(c) = (a) Pretpostavljamo da je skup A beskonacan i zelimo
induktivno konstruirati injekciju f: N — A.
Prvo, jer je A # (), odaberimo neki a; € A i definiramo (1) := a;.
Zatim, pretpostavimo da ve¢ imamo definirano f(1),..., f(n—1),
i Zzelimo definirati f(n). Skup A\ f([l ..on— 1]) je neprazan, jer
bismo inace imali surjekciju [1..n] — A pa bi A bio konacan.
Stoga mozemo odabrati neki element skupa A\ f([l ..n— 1]) [
njega definirati kao f(n).
Koristeéi ,,princip rekurzivne definicije” definirali smo f za sve n € N.

f je olito injekcija jer za m < n, f(m) pripada skupu f([l ..n— 1]),
a f(n) mu ne pripada, pa je f(m) # f(n). i

Je li provedeni dokaz korektan? KAKO SE UZME!
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Analiza ,dokaza” implikacije (¢) = (a)

Pogledajmo kako smo to tocCno koristili princip rekurzivne definicije.
Za beskonacan skup A pokusali smo rekurzivno definirati funkciju
f: N — A formulom:

(44) f(1) = bilo koji element a; skupa A

f(j) = bilo koji element skupa A\ f([l j= 1]), zaj>1.

Ali to nije prihvatljiva rekurzivna formula, njome nije definiran f(j)
pomocu jedinstvenih f(1) i fly 1.
Za razliku, u dokazu leme 9.6 smo za beskonacan podskup C C N
funkciju h: N — C rekurzivno definirali formulom

h(1) = najmanji element od C
L |

(*) ovime je h(1) jedinstveno definiran
h(j) = najmanji element skupa C\ h([l Sj— 1]) yza j>1,
L |

ovime je h(j) jedinstveno definiran

a to je bitna razlika.
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Jos malo o primjeni principa rekurzivne definicije

Primijetimo da kada bi (xx) bila prihvatljiva rekurzivna formula,
onda bi prema teoremu 10.4 o principu rekurzivne definicije, slijedilo
da postoji jedinstvena funkcija f: N — A koja zadovoljava (*x),

sto je ocito nemoguce ocekivati, jer postoji beskonac¢no mnogo
razli¢itih izbora za f(1) i za f(j), j > 1.

Dakle, ,dokaz" implikacije (¢) = (a) nije dobar, tj. na osnovu
aksioma i teorema teorije skupova koje smo dosada razmatrali,

nije moguce dokazati implikaciju (¢) = (a). Trebamo jo$ nesto!
Kako smijemo definirati skupove?

popisom elemenata;

@ specifikacijom nekog svojstva elemenata nekog, ve¢ definiranog skupa;
@ unijom, presjekom, razlikom, ve¢ definiranih skupova;

@ uzimanjem svih podskupova nekog skupa;

@ konac¢nim Kartezijevim produktom ve¢ definiranih skupova.
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Aksiom izbora

Funkcija sa skupa N u skup A je izvjestan podskup Kartezijevog
produkta N x A. Stoga za dokazati postojanje funkcije f: N — A
trebamo konstruirati (definirati) odgovarajuéi podskup skupa

N x A, i to koristec¢i dozvoljene metode.

Medutim, za nase potrebe, dosadasnje metode definiranja skupova
nisu dovoljne. Trebamo novi aksiom — aksiom izbora.

AKSIOM IZBORA

Za svaku nepraznu familiju ¢ medusobno disjunktnih nepraznih
skupova, postoji skup C koji se sastoji od po tocno jednog
elementa iz svakog skupa familije o.

Dakle, C C |« iza svaki A € o je skup C N A jednollan.
Napomena Opcenito, skup C nije jedinstven.

Skupovi familije «f moraju biti disjunktni:

KONTRAPRIMJER: o = {{1},{2},{1,2}}.
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|zborna funkcija

Aksiom izbora izgleda nevino ali je izazvao dosta bure zbog vrlo
neolekivanih posljedica (npr. da se svaki skup moze dobro urediti).

K. Godel je 1938-40. pokazao da uporaba aksioma izbora ne moze
dovesti do kontradikcije ako vel nije postojala kontradikcija i bez njega.

Najprije definicija koja omogucuje jedan ekvivalentan iskaz aksioma
izbora:

Definicija 11.2

Neka je {Ay : & € J} neprazna indeksirana familija nepraznih
skupova, i neka je A = | J{A« : « € J}. Funkcija i: J — A t.d. je
i(x) € Ay za svaki «, naziva se funkcija izbora ili izborna funkcija.
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Aksiom izbora moze se iskazati i ovako:

Teorem 11.3 (AI®)

Za svaku nepraznu indeksiranu familiju 4 = {Ay : « € J}
nepraznih skupova postoji funkcija izbora.

Dokaz: Za svaki o neka je A, = Ay x {a} = {(x, &) : x € Ax}-
Skupovi A/, indeksirane familije {A : « € J} su medusobno disjunktni,
pa prema aksiomu izbora, postoji skup C’ t.d. je za svaki « € J,
C'NAL ={(ax, ®)} za neki ay € Ax.
Definiramo funkciju i: J = A=JAx s i(a) = aq.
Funkcija i je oCito izborna funkcija za polaznu familiju . O
Jedna preformulacija prethodnog teorema koja ne koristi indekse, je ova:

Teorem 11.3" (Al)

Neka je o neprazna familija nepraznih skupova. Tada postoji

funkcijai: 4 — |JA td jei(A)e Azasve Ac d. O
Acd

8U iskazu teorema &iji dokaz zahtijeva aksiom izbora, pisat ¢emo (Al).
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Ekvivalentnost aksioma izbora i teorema 11.3

NAPOMENA: Razlika izmedu aksioma izbora i prethodnog teorema 11.3
je u tome da u teoremu clanovi familije ne moraju biti medusobno
disjunktni (ali zato ne izabiremo to¢no jedan element iz svakog Ay ).

Teorem 11.3 je zapravo ekvivalentan aksiomu izbora. Naime, ako

su skupovi familije {Ay : @ € J} medusobno disjunktni, onda je

i(a) € Ax, i(B) € Ap, pajeza  # B, ax # ap jer je AxuNApg = 0.
Stoga je C ={ay : &« € J} upravo skup kakav se trazi u aksiomu izbora.
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Jos o dokazu implikacija (¢) = (a) u teoremu 11.1

Vratimo se dokazu implikacije (¢) = (a) u dokazu teorema 11.1.
A je beskonacan skup i trebamo konstruirati injekciju f: N — A.
Oznacimo s 98 familiju svih nepraznih podskupova od A, dakle,
9B =9 (A)\ {0}. Prema teoremu 11.3" postoji izborna funkcija

i:®B— |UB=Atd. jei(B)€Bzasve Be%.
Be%

Definirajmo f: N — A rekurzivnom formulom

. { F(1) = i(A)
f(j)=i(A\NF(1..j—1])), zaj> 1.

Kako je A beskonacan, skup A\ f([1..j—1]) je neprazan, pa
desna strana u (* * %) ima smisla. Bududi su sada (1) i (j)
Jjedinstveno definirani, f(j) pomocu flj; 1), princip rekurzivne
definicije je primjenjiv, pa postoji jedinstvena funkcija f definirana
s (* % *). Injektivnost se dokazuje kao i ranije.
Time je teorem 11.1, konacno, u potpunosti korektno dokazan. [J
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A u praksi ...

KOMENTAR: Kako bismo dali korektan, logicki ispravan dokaz teorema 11.1,
trebali smo specificirati uporabu izborne funkcije. Ali, budimo iskreni,
i priznajmo da veéina matematicara to nece napraviti. Napravit Ce,
bez griznje savjesti, dokaz poput naseg prvog ,dokaza” teorema 11.1,
dakle dokaz koji koristi beskona¢no mnogo izbora.

Ipak, oni jesu svjesni da koriste aksiom izbora, i da, ako je potrebno,
znaju i mogu napraviti logiCki korektan dokaz specificiranjem
izborne funkcije. Ali, najcesée to ne rade.

Kao primjer vidi sljede¢u napomenu.
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Cipele i carape

NAPOMENA: U dokazu teorema 9.9, da je prebrojiva unija prebrojivih
skupova prebrojiv skup, takoder je, zapravo, koristen aksiom (prebrojivog)
izbora, i to za numeraciju (nizanje) elemenata skupova A;, j € N,
tj. pri odabiru funkcija f; i g.

Medutim, pri dokazu da su skupovi NxN, Q, QxQ i sli¢no, prebrojivi,
nije trebao aksiom izbora, jer smo za nizanje (indeksiranje) koristili
prirodan uredaj na N i jasno definiran uredaj na Q.

Pojasnimo to jednim primjerom:

Primjer 11.4 (Russell)

Zamislimo dvije hrpe —prva je beskonacna gomila parova cipela,
a druga je beskonacna gomila parova Carapa.

Za izbor po jedne cipele iz svakog para ne trebamo aksiom izbora,
ali za izbor po jedne cCarape iz svakog para—trebamo.
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Kartezijev produkt proizvoljne familije skupova

Svojedobno smo, u §5, definirali Kartezijev produkt od dva, pa onda
induktivno, i produkt od kona¢no mnogo skupova. Sada, kada
imamo aksiom izbora, mozemo se pozabaviti i proizvoljnim produktima.

Definicija 11.5 (Al)

Neka je {Ay : @ € J} neprazna indeksirana familija nepraznih
skupova. Kartezijev ili direktan produkt ] Ay te familije,

xeJ
definira se kao skup svih funkcija f: J — |J Ax za koje je
f(a) € Ay zasve x € J. xeJ

NAPOMENA: Mogli smo ovo definirati i ranije, ali bez aksioma izbora,
tj. teorema 11.3, nemamo garancije da funkcije f uopce postoje.

Dakle, J] A« je skup svih izbornih funkcija za familiju {Ay : &« € J}.
xeJ
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Konacni Kartezijevi produkti

Kada je skup indeksa J konacan, dakle kada se radi o konacnoj

familiji {A1, ..., An}, tj. {Aj:j € [1..n]}, onda se produkt [] A;
JEM..n]
obi¢no oznacv:uje ]_[A- ili Ay X -+ X Ap, i to je skup svih funkcija

j=1
f:[1.. —>UA td. je f(j)e Ajzasvej=1,.

Obiéaj je oznaC|t| f(j) =:a; € Aj, pa je
HAJ-:{ ai,...,an):aj €A, jzl,...,n},
i=1

dakle, radi se o skupu uredenih n-torki.

NAPOMENA: za ekvivalenciju ove definicije Kartezijevog produkta
konacno mnogo skupova s onom koristenom u dokazu teorema 9.10,
potrebne su bijekcije

Ax(BxC) ~(AxB)xC ~AxBxC
(a, (b, c)) > ((a, b),c) < (a, b, c)

i slicne za vise faktora.
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Skup funkcija sa skupa u skup

Promotrimo specijalan slucaj Kartezijevog produkta familije
skupova {Ay : « € J} kada su svi skupovi te familije medusobno
jednaki, i jednaki nekom skupu A, tj. Ax = A za sve x € J. Tada
je UAx=A, paje []Ax = A’ — skup svih funkcija J — A,

axe) xeJ
kao Sto je bilo definirano i u §9 (i za to nam ne treba aksiom
izboral).

Zapravo, A7 C 9 (J x A) je skup onih podskupova od J x A koji
su funkcije, dakle onih f C J x A takvih da
Vaoe J dlac At.d. je (x,a) € F.
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Kardinalnost

Skupovi A i B su ,jednako veliki” ako su ekvipotentni, tj. ako
postoji bijekcija s A na B (i obratno). Dva kona¢na skupa su
ekvipotentna ako i samo ako su ekvipotentna istom skupu [1.. n],
tj. ako ,imaju isti broj elemenata”, n, i pisemo k(A) = k(B) = n,

i kazemo da A i B imaju ,,isti kardinalni broj".

Nesto takvo htjeli bismo i za proizvoljne, dakle i beskonaéne, skupove.

Definicija 12.1

Za ekvipotentne skupove A i B kazemo da imaju istu kardinalnost,
i pisemo k(A) =k(B) (ili kA =kB).

Dakle, k(A) = k(B) ne znadi ni$ta drugo nego da postoji bijekcija
s Ana B, tj. dasu Ai B ekvipotentni
k(A) =k(B) jeistostoi A~ B..

Ali, zeljeli bismo ipak na k(A) gledati kao na ,,nekakav broj” i
,racunati” s takvim objektima.
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Jedan pokusaj definicije kardinalnog broja

Ekvipotentnost, ~, je relacija ekvivalencije—ali na cemu?
Ne na skupu svih skupova, jer to nije skup (Cantorov paradoks).
Onda na klasi svih skupova?

»Kardinalnim brojem” mogli bismo zvati klase ekvivalencije s
obzirom na relaciju ~ (ekvipotentnost), tj.
k(A) ={B: B je skup t.d. je B~ A}.

Problem je u tome $to je jedino za A = () ovako definiran k(A)

skup. Za A # 0, k(A) nije skup—to je prava klasa (vidi §2), a

onda s time ne znamo Sto bi—s pravim klasama ne znamo raditi.
Dokaz da za A # () ovako definiran k(A) nije skup: Neka je A # 0,

i pretpostavimo da je 6 :={B: B je skup t.d. je B ~ A} skup. Tada

je prema AX partitivnog skupa, i % (<€) skup. Za svaki x € P (€)

neka je Ay := A X {x}. Ay je skup, i oéito je Ax ~ A, paje Ay €%6.

Pridruzivanje x — Ay je funkcija % (€¢) — 6, i ona je oCito injektivna,

jer x' #x = Ay =Ax{x'} #£Ax{x} =A,.

Ali, to je u suprotnosti s Cantorovim teoremom 9.13. O
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Izlaz

,Obi¢ni” brojevi 1,2,3,... imaju dvostruku ulogu: govore o tome
koliko neCega ima i koji je po redu. Dakle svaki ,obi¢an broj” je
glavni (kardinalni) i redni (ordinalni).

Najprije ¢emo, u idu¢em poglavlju, definirati beskonacne ordinalne
brojeve, a onda, pomocu njih, beskonacne kardinalne brojeve.
Zato zasada neéemo govoriti o kardinalnom broju nekog skupa,
nego o kardinalnosti toga skupa.

Ali, uvedimo najprije standardne oznake:

k(@) =0

k([1..n)=n

k(N) = X (¢itaj: kardinalnost skupa N je alef nula)
k(R) =c¢

Dakle, kada pise k(A) = N, to je isto sto i A~ N,
tj. Ai N su ekvipotentni; postoji bijekcija s A na N.
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Cinjenice o kardinalnostima koje ve¢ znamo

k(N) = No

k(Z) = No

k(N X N) = XO

k(Q) = No

k(Q x Q) =N

k(NK) = k(Q¥) = Xq (indukcijom iz prethodnog)
k((a, b)) = k([a, b]) = k({a, b]) = k([a, b)) =k(R) =¢
k(R") =¢

(0, 0) = K2 (W) 4 Xo
k({O, 1}N) = ¢ ako prihvatimo dokaz koji koristi beskonacne
decimalne, ili beskonacne binarne brojeve, vidi §9.

k{0, 1}%) = K2 (R)) # ¢
® KkR\N)=kR\Z)=kR\Q)=¢
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Usporedivanje kardinalnosti

Definicija 12.2
Kazemo da je kardinalnost skupa A manja od kardinalnosti skupa B
ako postoji injekcija A — B, i pisemo k(A) < k(B).

Dakle, k(A) < k(B) ako je A ekvipotentan nekom podskupu od B.
Ako je k(A) < k(B) a Ai B nisu ekvipotentni, pisemo k(A) < k(B).
Naprimjer, e k(N) < k(R): tj. ¥ < ¢;
e za svaki A je k(A) < k(@’(A)) (teorem 9.13).
@ Uvijek vrijedi: A C B = k(A) < k(B).
Jedan od najvaznijih teorema u teoriji skupova, pogotovo
»pocetnoj”, je sljedeéi teorem:

Teorem 12.3 (Cantor-Schroder-Bernstein)

Ako postoje injekcije f: A— B i g: B — A onda postoji i bijekcija
izmedu A i B, tj. skupovi A i B su ekvipotentni.
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Malo povijesti

Prethodni se teorem Cesto naziva i Cantor-Bernsteinovim ili
Schroder-Bernsteinovim teoremom, i to stoga $to su se razliCite
verzije i dokazi, objavljeni ili ne, pojavili u priblizno isto vrijeme.

1887
1895

1896
1897

1897
1898

Richard Dedekind dokazao, ali nije objavio;

Georg Cantor, kao posljedicu jednog teorema koji e objaviti
kasnije;

Ernst Schroéder najavio dokaz;

Felix Bernstein (Cantorov student) prikazao svoj dokaz u
Cantorovom seminaru;

Dedekind —drugi dokaz;

Bernsteinov je dokaz objavljen u jednoj Borelovoj knjizi.

Cantor je, zapravo, bio svjestan tog teorema ve¢ 1882/83, ali se to
implicite oslanjalo na aksiom izbora. A vaZna je Cinjenica da taj
teorem ne ovisi o aksiomu izbora, iako su svi njegovi dokazi
ne-konstruktivni i ovise o logickom principu tertium non datur,
(tre¢a moguénost ne postoji) pa ga intuicionisti ne prihvacaju.
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Dokaz Cantor-Schrdoder-Bernsteinova teorema

Dokaz: BSO? mozemo pretpostaviti da su skupovi A i B disjunktni.
Napravit ¢emo jednu particiju unije AUB u ,lance” elemenata, ovako:
Odaberimo proizvoljan ag € A, i primijenimo f, pa g, pa f, pa g,... itd.
Moguca su dva slucaja:

1. slucaj: ciklus se zatvara
g

f g f g f
r:4

pa dobivamo ciklus od 2k + 2 razlicitih elemenata. Naime, g vraca

bi na neki raniji a;, ali zbog injektivnosti, to moZe biti jedino ap.
2. sluc¢aj: lanac se ne zatvara, tj. uvijek dobivamo nove i nove elemente

od AUB. U tom slucaju pokusamo lanac prosiriti ulijevo, i¢i natraske.

Ako je ag u slici od g, dodamo s lijeve strane g~1(ap), pa onda,

ako je g7 1(ag) u slici od f, dodamo 1 (gfl(ao)), itd.

Mogu nastupiti tri slucaja:

9BSO — bez smanjenja opéenitosti
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Zavrsetak dokaza Cantor-Schroder-Bernsteinova teorema

(2a) lanac se ulijevo ne zavrsava, tj. proteze se beskonacno ulijevo:

f f f
--'i>aoi—>b0'i>31'—>b1'i>32'—>b2>i>-”

(2b) lanac staje ulijevo na nekom elementu iz A koji nije u slici od g.
Prenumeriramo:
aoéboli)alli)blli)agébzii)“-
(2¢) lanac staje ulijevo na nekom elementu iz B koji nije u slici od f.
Prenumeriramo:
boriaori)blri)alri)bgri)azé-~
Dobivamo Cetiri vrste lanaca. Definiramo F: A — B's F(a;) = b;
unutar svakog lanca. F je odito bijekcija. O

Prikazani dokaz Cantor-Schréder-Bernsteinova teorema pripisuje se
Gyula (Julius) Konigu (1849-1913).
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Zasto trebamo jos jedan novi aksiom

Znamo da postoje beskona¢ni skupovi— barem jedan: w (i N).
Prema AX o partitivnom skupu, postoje skupovi

Al=D(N), Ay =P (A1) =2 (P(N)), ..., A =P (A1), ...
Kako je partitivni skup uvijek veéi od samoga skupa, ovdje se radi

o nizu sve vecih i vecih skupova. Medu njima nema najveleg.

Ali, kada bismo uzeli njihovu uniju, ona bi bila veé¢a od svakog od njih.
A mozemo li uzeti njihovu uniju? Zasada ne!

Naime, kada bismo znali da je klasa & = {A1, A, ..., An, ...} skup,
onda bi prema aksiomu unije, i unija S =J& = |J A; bila skup,

i on bi bio veéi od svakog A,. JEN

Ali to ne znamo, i zato nam treba novi aksiom:
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Aksiom supstitucije

AKSIOM SUPSTITUCIE (ZAMJENE)

Ako je na skupu A definirana funkcija f takva da je za svaki a € A
vrijednost f(a) skup, onda je klasa B ={f(a) : a € A} takoder skup.

U nasem primjeru: A=N, f:n— A, B=%.
Formalan zapis aksioma supstitucije izgleda ovako:

AKSIOM SUPSTITUCIJE — formalan zapis

Neka je A skup, o(x, y) svojstvo (izjavna funkcija'®) dviju varijabli
tako da za svaki a € A postoji jedinstven skup b za koji je o(a, b)
istinito. Tada postoji jedinstven skup B kojemu su elementi svi
skupovi y za koje postoji element x € A t.d. je o(x, y) istinito.

yidi fusnotu na str. 5.
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Aritmetika kardinalnosti

Kardinalnosti nisu brojevi, ali uz sljedecu definiciju, mozemo s njima ,,racunati”.

Definicija 12.4

(a) kA+kB = k(A’ U B')

gdjesu A’ ~Ai B’ ~Btakvidaje AANB =
(b) kA- kB := k(A x B)
(c) kAKB .= k(AB).

U dokazu sljedeéeg teorema, koji popisuje osnovna svojstva upravo
definiranih operacija s kardinalnostima, pretpostavljat ¢éemo da su
ve¢ skupovi A, B i C medusobno disjunktni.
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Svojstva operacija s kardinalnostima

Teorem 12.5

1) (kA +kB) +kC = kA + (kB + kC)

(
(2) KA+ kB =kB+kA
(3) (kA-kB)-kC =KkA- (kB-kC)
(4) kKA-kB =kB - kA
(5) kA (kB+kC) =kA-kB+kA-kC
(6) kAKB . KAKC — KAKB+KC
(7) KAKC . kBKC = (KA - kB)kC
(8) (kAKB) KC = kAKBKC (eksponencijalni zakon)
(9) 1-kA=KA
(10) 0-kA =0

Dokazat ¢emo svojstva (6), (7) i (8). Ostala su svojstva
jednostavne posljedice asocijativnosti, komutativnosti i
distributivnosti unije i produkta.
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Dokaz svojstava (6), (7) i (8)

Dokaz: (6) kAKB . kAKC = kKAKBTKC znagi AB x AC ~ ABUC,
Pridruzivanje (f: BuC— A) — (fIB, flc)
je bijekcija ABYC — AB x AC.
(7) KAXC . kB¥C = (kA - kB)*C znati A€ x B¢ ~ (A x B)€.
Pridruzivanje (f =(A,h): C— AX B) — (A, )
je bijekcija (A x B)¢ —s A x BC.
(8) (KAKBY<C = KAKB®C znagj (AB)" ~ ABXC,
Za f: B x C — A definiramo F: C — AB s ( c) b) :

aza G: C — AB definiramo g: Bx C — As g(b,c):
Tada su preslikavanja

@: ABXC 5 AB  AC definirano s ¢(f) := F
P: AB x AC — ABXC definirano s Y(G) =g

@® medusobno inverzne bijekcije.

f

ZG( ))(b)
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Jo$ nekoliko (ne)jednakosti

Kao i za nenegativne brojeve, vrijedi sljedece:

[ W Teorem 12.6

Neka su A, B i C neprazni skupovi, i neka je kA < kB. Tada je:
@ kA -kC < kB-kC
o kAKC L kBXC
o kC*A L kCkKB

(W Primjeri 12.7

o Ny+ Np =N Ng - Ng = Np

e c+Np=c

octc=c c-c=c¢

0 2%o —¢

o (X0 = (2M0)™0 _ oo-Ro _ %o _ ¢

0 ¢ =20 < R0 L (Mo=¢ Specijalno je N3 = c.
e Ali zapamtimo da wvijek je kA < 2XA,
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Cantorova hipoteza kontinuuma

Postoji li kardinalnost izmedu Ng i ¢, tj. ako je S C R beskonadan

podskup, mora li nuzno S biti ekvipotentan ilis Nilis R?

Dakle, postoji li podskup S C R t.d. ne postoji surjekcija N — S

niti surjekcija S - R ?

Drugacdije reCeno, je li ¢ prva veéa kardinalnost od Ny tj. je li¢c =Ny 7

(O tome kako se definiraju visi kardinalni brojevi bit ¢e govora kasnije.)
Hipoteza kontinuuma: Ne postoji kardinalnost izmedu Ny i c.

Kurt Godel je 1940. pokazao da je hipoteza kontinuuma konzistentna

sa ZFC teorijom skupova (Zermelo-Fraenkelovi aksiomi + aksiom izbora),
a Paul Cohen je 1963. dokazao da je i negacija hipoteze kontinuuma
konzistentna sa ZFC teorijom skupova, i time je dokazana neovisnost
hipoteze kontinuuma o ZFC teoriji skupova.

Poopcena hipoteza kontinuuma: Za nijedan beskonacan skup A ne
postoji kardinalnost izmedu kA i 2KA?
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Jedan, gotovo elementaran primjer

U razlic¢itim se dijelovima matematike prirodno pojavljuju tvrdnje
Cija istinitost ili ne-istinitost, ovisi o hipotezi kontinuuma.

1962. je Wetzel u Ann Arbor Problem Book, postavio sljedee pitanje:
Neka je {fx}« familija medusobno razli¢itih holomorfnih (analitickih)
funkcija t.d. je za svaki z € C skup vrijednosti {f4(z)}« prebrojiv.
Znadi li to da je i sama familija {fy}« prebrojiva?

Ubrzo je Paul Erdés dao sljedeéi odgovor:
Teorem (P. Erdés, 1964)

Ako je ¢ > N1 onda je svaka familija {fy}« S opisanim svojstvom
prebrojiva.

Ako je ¢ = N1 onda postoji familija {fy}« s opisanim svojstvom,
koja je kardinaliteta ¢, dakle neprebrojiva.

Za dokaz vidi http://www.renyi.hu/~p_erdos/1964-04.pdf;
treba samo nesto malo kompleksne analize i neSto materijala iz
sljedeéeg poglavlja.


http://www.renyi.hu/~p_erdos/1964-04.pdf
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@ UREDENI SKUPOVI

@ Parcijalno uredeni skupovi

@ Kategorija parcijalno uredenih skupova
@ Redni tipovi linearno uredenih skupova
@ Zornova lema

@ Dobro uredeni skupovi

@ Segmentni skupovi

25. svibnja 2016.
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Parcijalno uredeni skupovi, PUS

Definicija 13.1

Parcijalni uredaj na skupu X je svaka antirefleksivna i tranzitivna
relacija na X; oznaka <. Par (X, <) naziva se parcijalno ureden skup.

Primjeri 13.2

o N, Z, Q, R sa ,standardnim uredajem”

°o (P(A),S) (umjesto & rabit ¢emo simbol C)
@ (N, |): m|nznadéi ,mdijeli ni m=#n"
°
°

skup funkcija [0,1] = R uz f < g & f(x) < g(x) za sve x € [0, 1]
leksikografski uredaj na N x N:
(mn)<(m',n) & (m<m)ili(m=m"in<n’)

v

Ako je x < y ili y < x kazemo da su x i y usporedivi.

Definira se i relacija < kao < ili =, pa se onda za < lesto kaze
»Strogi parcijalni uredaj”.

Jasno je kako se definiraju relacije > i >.
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Najmanji (najvedi) i minimalni (maksimalni) element

Ako je (X, <) PUS (parcijalno ureden skup), a A C X, onda ¢emo
uvijek smatrati da A nasljeduje uredaj od X, i pisat ¢emo (A, <).

Definicija 13.3 (Uoci problem s terminologijom !)

Neka je (X, <) parcijalno ureden skup, i A C X.
e Najmanji element (minimum) skupa A
je element ag € A t.d. je ag < a za sve a € A.
@ Minimalni element skupa A
je element a’ € A t.d. ne postoji a € A za koji vrijedi a < a’.

Analogno se definiraju najveéi element i maksimalni element.

v

@ Lako se vidi da najmanji element, ako postoji, onda je jedinstven, i
on je ujedno jedini minimalni element. Minimalnih elemenata moze
biti vise, i u tom slucaju najmanji element ne postoji. Niti najmanji
niti minimalni elementi ne moraju postojati.

Analogne Cinjenice vrijede za najvedi i za maksimalni element.
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Primjeri

e (N,<) 1 jeinajmanji, dakle i jedini minimalni element.

e Z, R, (0,1) nemaju niti najmanjeg niti minimalnog elementa

e (N,|) 1 je najmanji element

e (N\ {1}, | ) nema najmanjeg elementa, a svi prosti brojevi su
minimalni elementi

— 8

2

\/i

3 10 Hasseov dijagram

:

5
7

@ Z U{\/2} uz standardni uredaj na Z, a V2 nije usporediv s nikim,
ima jedan minimalni element, ali nema najmanjeg elementa

-1 0 > 1 > 2 > 3 —--

V2
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Konacni parcijalno uredeni skupovi

Svaki konacan neprazan parcijalno ureden skup ima barem jedan
minimalan i barem jedan maksimalan element.

Dokaz: Indukcijom po k(X): ako je X jednoclan, tvrdnja je oita.

n ~ n+ 1: Fiksirajmo neki xp € X i neka je A= X\ {xo}. Neka je BC A
skup svih maksimalnih elemenata skupa A. B je neprazan PPI.

1. slucaj Ako je xp neusporediv sa svim elementima od B, onda su svi
elementi skupa B maksimalni elementi skupa X, a moze i xg biti
maksimalan element skipa X. Svakako X ima barem jedan
maksimalan element.

2. slu¢aj Pretpostavimo da postoji element b € B koji je usporediv s xp.
Ako je b < xp onda je xp jedan maksimalan element skupa X.

Ako je b > xg onda je B skup svih maksimalnih elemenata skupa X.

Analogno se dokazuje postojanje minimalnog elementa. O
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Nekoliko napomena

Napomena 13.6

(a) Ako je ag € A najmanji element onda je on i minimalan
element.

(a’) Ako A nema niti jedan minimalan element, onda A nema niti
najmanji element. [kontrapozicija od (a).]

(b) Ako A ima vise minimalnih elemenata, onda A nema
najmanjeg elementa.

(c) Ako je ag € A jedinstven minimalan element, to jos ne znadi
da je ap najmanji element (vidi primjer Z U {v/2} u 13.4).

Analogna napomena vrijedi za najve¢i i maksimalni element.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
4. UREDENI SKUPOVI
§13. PARCIJALNO UREDENI SKUPOVI

Donja/gornja meda. Infimum /supremum.

Definicija 13.7

Neka je (X, <) PUS, A C X.

Element xg € X je donja meda skupa A ako je xg < a za sve a € A.
Skup A je odozdo omeden ako postoji donja meda za A.

Najveéa donja meda skupa A (ako postoji), naziva se infimum.

Analogno se definira gornja meda, odozgo omeden i supremum.

Skup A je omeden ako je omeden odozdo i odozgo.

| \

Primjeri 13.8
o N; Z; (0,1) kao podskup od R; (0, 1) apstraktno;
0 Q={geQ:g>0, A={xe Q) :x>*>2}
e F C 9(A) proizvoljna familija podskupova skupa A;
° ({1, 2,3,5,6,10, 15}, | ) C (N, |) pravi divizori broja 30;

N

NAPOMENA: Min/Max vs. Inf/Sup
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Linearno uredeni skupovi, LUS

U parcijalno uredenom skupu ne moraju svaka dva elementa biti
usporediva. Naprimjer, brojevi 6 i 8 nisu usporedivi u (N, |).

Definicija 13.9

Za parcijalno ureden skup (X, <) kazemo da je linearno ureden ili
totalno ureden ili potpuno ureden ili da je lanac, ako su svaka dva
razlic¢ita elementa usporediva.

Drugim rije¢ima, PUS (X, <) je LUS, ukoliko je relacija < na X
antisimetri¢na, tranzitivna i povezana.

| \

Primjeri 13.10
o N, Z, Q, R, (0,1) uz uobicajeni uredaj
o (N x N, leksikografski uredaj)
° ({2k:keN}, I) C(N, )
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Min/Max realnih funkcija i konacnih LU skupova

NAPOMENA: U linearno uredenom skupu je najmanji element (minimum)
isto $to i minimalan element, i najveéi element (maksimum) je isto
Sto i maksimalan element.
Zato, kada govorimo o minimumu ili o maksimumu realne funkcije,
tj. o minimumu ili o maksimumu skupa vrijednosti realne funkcije,
dakle podskupa od R, onda nema problema s terminologijom.

Korolar 13.11 (posljedica teorema 13.5)

Svaki konacan neprazan LUS ima minimum i maksimum. O
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Uzlazne funkcije

U linearnoj algebri promatraju se vektorski prostori i linearni
operatori, i to zajedno Cini kategoriju vektorskih prostora.

U metrickim prostorima promatraju se metricki prostori i neprekidna
preslikavanja, i to zajedno Cini kategoriju metrickih prostora.

U teoriji grupa promatraju se grupe, kao objekti i homomorfizmi
grupa kao morfizmi, i to zajednicki ¢ini kategoriju grupa.

lako to nismo posebno isticali, kategoriju skupova Cine skupovi
(bez ikakve dodatne strukture), kao objekti i funkcije kao morfizmi.

Definicija 14.1

Neka su (X, <) i (Y, <) parcijalno uredeni skupovi.

Za funkciju f: X — Y kazemo da cuva uredaj ili da je uzlazna, ako
x<x' = f(x)<f(x').

Parcijalno uredeni skupovi kao objekti, i uzlazne funkcije kao

morfizmi, ¢ine kategoriju parcijalno uredenih skupova.
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Fiksne tocke

Definicija 14.2
Neka je f: X — X. Svaki element x € X za koji je f(x) = x
naziva se fiksna tocka funkcije f.

Neke funkcije imaju fiksnu to¢ku (jednu ili vise), a neke nemaju.

Teorem 14.3 (o fiksnim to¢kama uzlaznih funkcija PU skupova)

(a) Neka je (X, <) PUS koji ima minimum i takav je da svaki
neprazan A C X ima supremum. Tada svaka uzlazna
funkcija f: X — X ima najvecu fiksnu tocku.

(b) (dualno) Neka je (X, <) PUS koji ima maksimum i takav je
da svaki neprazan A C X ima infimum. Tada svaka uzlazna
funkcija f: X — X ima najmanju fiksnu tocku.
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Fiksne tocke uzlaznih funkcija— dokaz teorema 14.3

Dakle, tvrdnja (a) teorema govori da ako

@ parcijalno ureden skup X ima minimum, i

@ svaki neprazan podskup A C X je omeden odozgo i ima supremum,
onda svaka uzlazna funkcija f: X — X ima fiksnu tocku, i
skup svih fiksnih tocaka ima maksimum. | sli¢no za tvrdnju (b).

Dokaz: (a): Neka je xo = minX i neka je A:={x € X :x < f(x)}.
OCito je xgp < f(x0), paje xo € A, te je A# (). Neka je a:=supA.
ZaVxcAjex<a pajef(x)<f(a)tejeix<f(x)<r(a).

|
jerjex €A
Dakle, f(a) je gornja meda skupa A, paje a=supA<f(a) ().

Nadalje, (%) = f(a) < f(f(a)), pajef(a) € A teje f(a) <supA=a.
Dakle, f(a) = a, tj. a je fiksna tocka funkcije f, i a € A (zbog (*)).
Konaéno, neka je x € X t.d. je f(x) = x. Tada je, specijalno,

x < f(x) pajex €A, tejex <supA=a=maxA (zbog a € A).
Dokaz tvrdnje (b) je analogan uz A :={x: f(x) < x}. O
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Knaster - Tarskijev teorem

Kao jednostavnu posljedicu prethodnog teorema, dobivamo

Teorem 14.4 (Knaster-Tarski)

Neka je X neprazan skup a f: 2 (X) — % (X) uzlazna funkcija, tj.
takva da A C B = f(A) C f(B). Tada postoji podskup A C X
takav da je f(A) = A.

Dokaz: Parcijalno ureden skup (% (X), C) ima maksimum—skup X,
i svaka familija & C 22 (X) ima infimum —presjek () A,
AcF
pa tvrdnja slijedi iz teorema 14.3 (b) o fiksnoj tocki. Ol
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Sliénost

Izomorfizam u kategoriji parcijalno uredenih skupova i uzlaznih
funkcija, naziva se slicnost i definira se ovako:

Definicija 14.5

Za PU skupove (X, <) i (Y, <) kazemo da su slicni ako postoje
uzlazne funkcije f: (X, <) = (Y, <) ig: (Y, <) — (X, <) td. je
gof=1xifog=1y; oznaka (X, <) ~ (Y, <), ili jednostavno
X >~ Y ako je jasno, ili nevazno, o kojim se uredajima radi.

Svaka takva funkcija naziva se slicnost ili preslikavanje slicnosti.

<

Dakle, sli¢nost je uzlazna bijekcija f ¢&iji je inverz f—1 takoder uzlazan.

Primjeri 14.6

e (0,1) ~ (—7, ) ~ R uz uobicajeni uredaj;
e N~ 2N ={2n:n € N} uz uobiajeni uredaj.

NAPOMENA: Sli¢ni skupovi su uvijek ekvipotentni, tj. X ~ Y = X ~ Y.
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Nije svaka uzlazna bijekcija sli¢nost

U nekim kategorijama je svaki morfizam koji je bijekcija,

automatski izomorfizam.

Naprimjer, svaki je linearni operator medu kona¢nodimenzionalnim
vektorskim prostorima, koji je bijekcija, izomorfizam vektorskih prostora.
Ili, svaka je neprekidna bijekcija kompaktnog metrickog prostora na
neki metric¢ki prostor, homeomorfizam.

Ali, nije svaka neprekidna bijekcija metrickih prostora homeomorfizam.
Isto tako, nije svaka uzlazna bijekcija PU skupova sli¢nost.

Primjer 14.7
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Reprezentabilnost PU skupa u partitivnom skupu
Teorem 14.8

Neka je (X, <) PUS. Tada postoji podskup % C % (X) takav da
u (X, <)i(%,C) sliéni.

Dakle, svaki se PUS X moze realizirati (reprezentirati) kao neki
podskup partitivnog skupa 2 (X) uredenog inkluzijom.
Dokaz: ZaVaeXnekaje Xy={x € X: x<a} C X,inekaje¥ ={X,:aecX}.
Definirajmo f: X — % s f(a) := X,, a € X. Surjektivnost je odita.
f je injekcija: Zaista, X, =Xp = (a< b & b< a) = a=b.
fjeuzlazna: a< b=Vce Xjec<a=c<b=ce Xp, pajeX; CXp.
fljeuzlazna: X; C Xp = Ve e X,, tj. c < a, jec€ Xp, tj. c < b.
Specijalno za a € X, je a < b. O
(N Primjer 14.9
X ={a, b, c,d, e} uz uredaj dan Hasseovim dijagramom:
a realizacija u 2 (X) je familija g—=¢ <

X = {{a}, {b}.{a, c}{a, c, d}.{a, c, e}} b
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Sli¢nost konacnih LU skupova

Za svaki prirodan broj n postoji, do na slicnost, samo jedan n-Clan

linearno ureden skup:

Teorem 14.10
Neka su (X, <) i (Y, =) konacni LU skupovi s jednakim brojem

elemenata. Tada su (X, <) i (Y, =) sliéni.

Dokaz: Indukcijom: Tvrdnja je ocita kada su X i Y jednoclani.
n~- n+1: Prema korolaru 13.11 X ima prvi element (minimum);
oznac¢imo ga a. Isto tako Y ima prvi element, b.

Neka je A= X \{a}, B= Y \{b}. PPI postoji sli¢nost f: A — B.
f(x), zaxe A

Tada je funkcija g: X — Y definirana s g(x) = { b zax=a
O

sli¢nost s X na Y.
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Svaka uzlazna bijekcija LU skupova je sli¢nost

Primjer 14.7 pokazuje da nije svaka uzlazna bijekcija PU skupova
slicnost. Ali, kada se radi o LU skupovima, onda je.

Teorem 14.11

Neka su (X, <) i (Y, =) LU skupovi, a f: X — Y uzlazna bijekcija.
Tada je f sli¢nost.

Dokaz: Treba samo dokazati da je i funkcija f~1 uzlazna, tj. da
flx) g f(ix')=x<x'.
Kako je X LUS, x i x’ su usporedivi, pa kada ne bi bilo x < x’,
bilo bi x” < x. Ali tada bi, zbog uzlaznosti funkcije f, bilo
f(x’) < f(x), te bi zbog injektivnosti, bilo f(x’) < f(x),
u kontradikciji s f(x) < f(x'). O
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Nekoliko jednostavnih svojstava za vjezbu

[ W Teorem 14.12

Neka su (X, <) i (Y,=) PU skupovi i f: X — Y slicnost.

(a) (X, <) je LUS ako i samo ako je (Y, <) LUS.

(b) Ako je AC X lanac u X, onda je f(A) lanac u Y.

(c) Ako je a minimalan element u X, onda je f(a) minimalan
element u Y.
Analogno za maksimalan element.

(d) Ako je xo minimum od X, onda je f(xg) minimum od Y.
Analogno za maksimum.

(e) Ako je podskup A C X omeden odozdo, onda je i f(A) C Y
omeden odozdo.
Analogno za skupove omedene odozgo.

(f) Ako jeza AC X, xp = inf A, onda je f(xg) = inf F(A).
Analogno za supremum.
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Redni tip linearno uredenih skupova

Odsada bavit ¢emo se iskljucivo linearno uredenim skupovima, LU skupovima.
Definicija 15.1

Za dva LU skupa kazemo da imaju isti redni tip ako su sli¢ni, tj.
ako postoji uzlazna bijekcija jednoga na drugi (inverzna bijekcija je
tada takoder uzlazna prema teoremu 14.11); oznaka: tA = tB.

Prema teoremu 14.10, svaka dva konaéna LU skupa s jednakim brojem
elemenata, su slicna, tj. njihov je redni tip jednoznacno odreden brojem
elemenata. Stoga se i njihov redni tip oznacuje istim prirodnim brojem
kao i njihova kardinalnost, tj. tA = kA (vidi definiciju 8.2).

Definicija 15.2 (Standardne oznake za neke redne tipove)

tN =tw = w, ili wg
t(—N) = w*

tQ =1

tR = A
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Aritmetika rednih tipova

Neka su (A, <) i (B, <) LU skupovi. Htjeli bismo definirati tA+tB,

i to kao redni tip skupa (C, o) koji se sastoji od elemenata skupova Ai B,
ali uredenih tako da svaki a € A bude ispred, , svakog b € B,

a da unutar A i B budu sacuvani originalni uredaji < odnosno <.
Oc¢ito, to je moguée jedino u sluéaju daje ANB=10. Ako Ai B

nisu disjunktni, zamijenimo ih disjunktnim kopijama, npr. A’ = Ax{1}

i B’ =B x {2}

Mozemo, dakle, odmah pretpostaviti da su A i B disjunktni.

Definicija 15.3

Neka su A i B disjunktni LU skupovi. Njihova redna unija, AL B,
je unija AU B s uredajem t.d. A i B zadrzavaju svaki svoj uredaj,
i svaki je a € A ispred svakog b € B.

Uodi da je ALI B # BLJA! Opcenito je ¢ak ALIB % BLIA!

@ !Kako treba definirati uredaje na A’ i B’ da bude tA’ =tAitB =tB?
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Zbroj dvaju rednih tipova

Za sljedeCu definiciju trebat ¢e nam ova jednostavna lema:

O [FERLY!
Neka su A, B, A" i B" LU skupovi td. e ANB=0, ANB' =0,
A ~AiB' ~B. Tadaje AUB~A"UB'". O

Definicija 15.5

Neka su o i  redni tipovi. Suma, « + 3, definira se kao redni tip
redne unije ALIB, gdjesu Ai B LU skupovi t.d. jetA=«xitB = f3.

| A

Prethodna lema pokazuje da je definicija dobra, tj. da ne ovisi o
odabranim reprezentantima A i B za redne tipove & odnosno 3.
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Zbroj proizvoljne familije rednih tipova

Moze se definirati i redna unije proizvoljne LU familije LU skupova.
Tocnije, neka je J LUS, a {Ay : « € J} familija medusobno

disjunktnih LU skupova. Redna unija, || Ax, je skup |J A«
xeJ xeJ
s uredajem u kojem svaki Ay zadrzava svoj uredaj, a za razlicite

o« B € J, npr. < B, je svaki element iz A, ispred svakog
elementa iz Ag.

@ Jasno je sada kako se definira suma bilo kojeg LU skupa rednih tipova.

Teorem 15.6

Zbrajanje rednih tipova je asocijativno, tj. (ax+p)+y = o+ (B +7v).

Dokaz: Slijedi iz sli¢nosti (AL B)LU C ~ AL (BU C). o
Komutativnost ne vrijedi: Npr., 1+ w =t({0}UN) = tw = w,
dok je w+1 = t(NLI{0}) # w, jer NLI{0} nije slican skupu N. @
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Produkt rednih tipova

U primjeru 13.2 vidjeli smo kao se u Nx N definira leksikografski uredaj.
Tako se moze i za svaka dva (parcijalno) uredena skupa, na
njihovom produktu definirati (parcijalni) uredaj. Ali, ako su oba
skupa LU skupovi, onda je i njihov produkt LU skup. To omogucuje

Definicija 15.7

Produkt o - 3 rednih tipova « i 3 definira se kao redni tip
produkta B x A, oc- 3 :=t(B x A), gdje su Ai B LU skupovi
td. jetA=oaitB=f, a Bx A je ureden leksikografski.

Uoti redoslijed u produktu 12

@ Pokazuje se da je definicija produkta rednih tipova dobra.

@ Produkt od konaéno mnogo rednih tipova definira se induktivno,

@ i pokazuje se da je produkt asocijativan, ali nije komutativan:
2-w=t(Nx{0,1}) =t(::::: - ) =t(N)=w
w-2=t({0,1} x N) = t(NUN) = w + w 7

12Moze se definirati i - =t(A x B), ali s antileksikografskim uredajem na AxB.
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Aksiom izbora i ekvivalenti

Vidjeli smo kako je za uporabu principa rekurzivne definicije u dokazu
karakterizacije beskonacnih skupova, kao i za definiciju Kartezijevog
produkta proizvoljne familije skupova, potreban Aksiom izbora.
| mnoge su druge tvrdnje i dokazi u matematici nemoguéi bez njega:
@ u analizi: ekvivalentnost -8 i Heineove definicije neprekidnosti;
@ u linearnoj algebri: postojanje algebarske (Hamelove) baze
vektorskog prostora;
@ u algebri: svako polje ima algebarski zatvoreno prosirenje.
Postoji, medutim, nekoliko tvrdnji koje su ekvivalentne aksiomu

izbora, i koje se Cesto koriste. Neke od njih su:
@ Zornova lema

Hausdorffov princip maksimalnosti
Zermelov teorem o dobrom uredenju
Trihotomija za kardinalne brojeve (Hartogsov teorem)

°
°
°
@ Tarskijev teorem o kvadratima beskonacnih kardinalnih brojeva
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Zornova lema

Zornova lema ¢e nam posluziti u dokazu Zermelovog teorema o dobrom
uredenju, koji ¢e nam pak, u § 20, trebati pri definiciji kardinalnih brojeva.
U ovom ¢emo paragrafu, zbog kratkocCe, linearno uredene skupove,
najcesCe podskupove nekog PU skupa, nazivati lancima.

Teorem 16.1 (Zornova lema)

Neka je (X, <) PUS u kojem svaki lanac ima gornju medu.
Tada u X postoji barem jedan maksimalan element.

lako je dokaz podugacak, zbog potpunosti ¢emo ga prikazati.

Dokaz: Prema teoremu 14.8, (X,<) je sli¢an podskupu (%,C) C (@(X),C),
pa je postojanje gornje mede nekog lanca u X ekvivalentno
postojanju gornje mede odgovarajuceg lanca u %, a maksimalan
element u % odgovara maksimalnom elementu u X.
Podsjetimo da su elementi od % skupovi X; ={x € X : x < a}
i dajesli¢nost (X, <) — (%, C) danas a— X, (vidi dokaz teorema 14.8).
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Dokaz Zornove leme

Kako je % ureden inkluzijom, gornja meda lanca &£ C % je svaki
element od % koji sadrZi uniju svih ¢lanova od £.

Treba, dakle, dokazati sljedece: Ako svaki lanac u (%, C) ima svojstvo
da je unija njegovih elemenata sadrzana u nekom elementu od %,
onda % ima barem jedan maksimalan element.

Primijetimo da elementi od & nisu samo lanci u X, niti je svaki lanac u X
element od &, jer X nije LUS. Zato ¢éemo umjesto & promatrati
jedan drugi skup.

Nazovimo sa X skup svih lanaca u X, i uredimo ga inkluzijom

(elementi od X su lanci u X, dakle podskupovi od X).

(X, C) je PUS i ima ova svojstva:

(a) Ako je A € X onda je i svaki podskup od A, ukljucivsi i 0,
element od X.

(b) Ako je £ ={Ax : A € A} lanac u X, onda je i unija
L =J}{Ax : A € A} element od X, tj. lanac u X.

(c) Svaki lanac u X ima supremum (u X).



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
4. UREDENI SKUPOVI
§16. ZORNOVA LEMA

Nastavak dokaza Zornove leme — 1

Tvrdnja (a) je ocita jer je svaki podskup lanca opet lanac.

Za tvrdnju (b), nekasua,bel,a#b, iApeAtd jeac Ayi
b € A,. Kako je £ lanac, to je Ay C A, ili je A, C A). Neka je
npr. Ay € Ay. Tadasua, b€ Ay, akakoje A, € X, dakle lanacu X,
tojeilia< bili b< a, tj. L jelanac u X, dakle, element od X.

Lanac L iz (b) je oCito najmanji element u X koji sadrzi sve
¢lanove od £, pa je L =sup £, te vrijedi (c).
Tvrdnja 1: Svaki element iz X sadrZan je u nekom elementu iz %.
Zaista, element L € X je lanac u X, pa prema pretpostavci, ima u X
gornju medu, nazovimo ju {. Tadaje LC{x e X:x <} =X, € ¥X.
Tvrdnja 2: Ako je L maksimalan element u X i { je gornja meda od L,
onda je Xy maksimalan element u X.
Naime, kada bi postojao C € & koji striktno sadrzi Xg, bio bi
C = X, za neki ¢ € X, pa bi redna unija L LI {c} bio lanac u X koji
striktno sadrzi L =< L je maksimalan element u X.
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Nastavak dokaza Zornove leme — 2

Prethodne tvrdnje pokazuju da razmatranjem skupa X umjesto

skupa & necemo dobiti nove maksimalne elemente — za svaki

maksimalan element u X postoji odgovarajuéi maksimalni element u % .
Treba, dakle, dokazati da (X, C) ima barem jedan maksimalan element.

Prema aksiomu izbora, tocnije teoremu 11.3", postoji funkcija f

koja svakom nepraznom podskupu S C X pridruzuje element £(S) € S.

Za svaki A € X, dakle lanac u X, ozna&imo s A skup svih x € X

t.d. je AU{x} opet lanacu X, tj. A={x € X: AU {x} € ¥}

AU{F(A\A)}, za ANA#D
A L za A\A=0"

Dakle, funkcija g dodaje lancu A u X jedan, funkcijom f izabran x,

t.d. je AU{x} opet lanac u X, i g(A) = A ako i samo ako je A

maksimalan lanac u X, tj. maksimalan element u X.

Definirajmo funkciju g: X — X s g(A) = {

Primijetimo da je uvijek A C g(A), a ako je g(A) # A onda je skup
g(A)\ A jednoélan (podskup od X).
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Nastavak dokaza Zornove leme — 3

Dakle, Zornova lema ¢e biti dokazana ako dokazemo
Tvrdnja 3: Postoji A € X t.d. je g(A) = A.

Neka je J C X proizvoljan podskup od X t.d.

(i) 0ey

(i) ako je A € J onda je g(A) € J;

(iii) ako je £ C J lanac u J, onda je unija |J £ element u J
(tj. unija lanca lanaca u X koji su elementi od J, je lanac u X
koji je opet element od J).

Primijetimo najprije, kako neprazni podskupovi J C X s ova tri

svojstva, postoje— naprimjer X je takav.

Neka je Jo presjek svih podskupova J C X koji zadovoljavaju

gornja tri svojstva. Jo je oCito najmanji podskup od X koji

zadovoljava (i)—(iii).

Dokazimo da je Jp lanac u X.
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Nastavak dokaza Zornove leme — 4

Za C € Jo kazemo da je usporediv u Jp ako je usporediv sa svakim
elementom iz Jo, tj. za svaki A€ Jgje AC Cili C C A.
Usporedivi elementi u Jg postoje, npr. () je usporediv, ) C A, VA € Jo.
Ocito je Jo lanac ako i samo ako je svaki njegov element usporediv u Jo.
Neka je C € Jo usporediv u Jo, i A € Jo pravi podskup od C, A C C.
Tvrdnja 4: g(A) C C. Zaista, zbog (ii) je g(A) € Jo pa, kako je C us-
porediv u Jo, to jeili g(A) C Cilije C C g(A). Medutim C C g(A)
nije mogude, jer bi tada bilo A C C C g(A), pa bi g(A) imao barem
dva elementa vise nego A, a to, prema definicije funkcije g, nije moguce.
Dakle, za svaki A C C je g(A) C C.

ZaCeJonekajeI(C):={AeJo:AC Cilig(C) C AL
Zbog (ii), za svaki C € Jo, je g(C) € Jo, pa skupovi 0, C i g(C)
(

pripadaju skupu I(C). Osim toga, ta su tri skupa i usporediva u I(C),
jerza VA€ I(C) vrijedi D CAiAC CC g(C)ili CC g(C)CA.
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Nastavak dokaza Zornove leme — 5

Za zavrSetak dokaza Zornove leme trebat ¢e nam dvije leme:

Za svaki C € Jo je I(C) = Jo.

Dokaz: Prema definiciji skupa I(C) je I(C) C Jo, pa treba dokazati samo
obratnu inkluziju, a za to je dovoljno pokazati da I(C) zadovoljava
(1)—(iii) jer je Jo najmanji podskup od X koji ih zadovoljava.

() € I(C) pa (i) vrijedi. Dokazimo (i), tj. A€ I(C) = g(A) € I(C).
Za A€ 1(C) je A€ Jo jer Jo zadovoljava (ii), pa
ako je AC Condaje g(A) C C, teje g(A) € I(C);
ako je A= C onda je g(A) = g(C), te je g(A) = g(C) € I(C);
a ako je g(C) C Aonda je g(C) C g(A), te je g(A) € I(C).
Ostaje pokazati da I(C) zadovoljava i (iii), tj. da
ako je £ C I(C) lanac u I(C), onda je |J £ € I(C).
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Nastavak dokaza Zornove leme — 6

Mogu nastupiti dva slucaja:

1. Zasvaki Ae £je ACC.
TadajeilJ £ C C, pa, kako je £ lanac u Jo i Jo zadovoljava (iii),
to je UL € I(C).
2. Postoji Ag € £t.d. Ay & C, pa je g(C) C Ao.
No, tada je pogotovo g(C) C [J £, pa je opet | £ € I(C).
Dakle, I(C) zadovoljava i (iii), pa je zaista I(C) = Jo. Q.E.D. leme 16.2.

Svaki element iz Jo usporediv je u Jo, tj. Jo je lanac u X.

Dokaz: Neke je C € Jg proizvoljan. Prema prethodnoj lemi je I(C) = Jo,
pa iz definicije skupa I(C) slijedi da za svaki A € Jo vrijedi AC C
ili C C g(C) C A. Dakle, C je usporediv sa svakim A € Jp, tj. svaka
dva elementa iz Jp su usporediva, pa je Jo lanac. Q.E.D. leme 16.3.
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/Zavrsetak dokaza Zornove leme

Sada kona¢no mozemo zavrsiti dokaz Zornove leme.

Neka je Jo := |JJo. Prema lemi 16.2 je Jy € Jo,

pa kako Jo zadovoljava (iii), to je i g(Jo) € Jo.

Ali, Jo je unija svih skupova lanca Jo, pa ih sve i sadrzi. Specijalno
jeig(d) C Jo, a kako je Jo C g(Jp), zakljuCujemo da je g(Jo) = Jo.
Time smo, jer je Jy € Jo C X, dokazali tvrdnju 3,

a time i Zornovu lemu. L]
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Dobro uredeni skupovi, DUS

U teoremu 8.8 dokazali smo da je skup N dobro ureden.
Opcenita definicija je sljedeca:

Definicija 17.1

Dobro ureden skup, DUS, je linearno ureden skup sa svojstvom da
svaki njegov neprazan podskup ima minimum.

Ocito je svaki podskup DU skupa (s naslijedenim uredajem), i sam DUS.

o N
o Z, Q R, [0,1], ... nisu dobro uredeni skupovi
e NUN=1—+3—>5—---—>2—>4—-56—--- je DUS
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Skoro svatko ima neposrednog sljedbenika

Uocimo da svaki element a DU skupa X, osim maksimuma ako postoji,
ima neposrednog sljedbenika: min{x € X : x > a}, a # max X.

Ali, ne mora svaki element, iako razli¢it od minimuma, imati
neposrednog prethodnika !

Ako su (X, <) i (Y, <) sli¢ni LU skupovi i X je dobro ureden skup,
onda je i Y dobro ureden skup.

Dokaz: Neka je f: X — Y sli¢nost. Kada bi postojao neprazan
podskup B C Y koji nema minimum, onda niti skup f~1(B) C X
ne bi imao minimum (teorem14.12 (c)). O
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Segmenti (pocetni komadi) DU skupova

Definicija 17.4

Neka je (X, <) DUS i a E X. Segment ili pocetni komad definiran

elementom a je skup X[a] :={x € X : x < a} svih prethodnika od a
(ne uklju¢ujuéi a)l3 Za a=minX je Xl[a] :==0.

Primjer: 1—-53—-35—-257—---—>2—>54-56—>8—---

Neka je (X, <) DUS a f: X — X strogo uzlazna funkcija
(tj. x <y = f(x) < f(y)). Tada za svaki x € X vrijedi x < f(x).

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji x € X t.d. je f(x)
Neka je S ={x:f(x) < x}ixp =minS§.
Tada je f(xg) < xo, a jer je f strogo uzlazna, vrijedi f(f( )) < f(xp),
pajef(xo) €S =<« xp=minS$. O

< X.

BXla] # X, ={x € X : x < a} iz dokaza teorema 14.8 i Zornove leme.
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Jedinstvenost sli¢nosti

DokaZimo nekoliko jednostavnih posljedica:
Korolar 17.6

Neka su (X,<) i (Y,=<) sli¢ni DU skupovi, af, g: X—Y preslikavanja
slicnosti. Tada je f = g, tj. slicnost DU skupova je jedinstvena.

Dokaz: Kompozicija f~tog: X — X je sli¢nost, pa prema teoremu 17.5,

zaVx € X vrijedi x < f~1 (g(x)), tejeif(x) < f(f’l(g(x))) =g(x).
Analogno dobivamo g(x) < f(x), paje f(x) = g(x), Vx e X. [

Za DUS (X, <) jedina sli¢cnost X — X je identiteta. Ol

Korolar 17.8

DUS nije sli¢an niti jednom svom segmentu (pocetnom komadu).

Dokaz: Kada bi postojala sliénost f: X — Xla] za neki a € X, bilo bi

f(a) < a, $to je u kontradikciji s teoremom 17.5. O]
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Sli¢nosti dobro uredenih skupova

Korolar 17.9
Razli¢iti segmenti X[a] i X[b] DU skupa X ne mogu biti sli¢ni.

Dokaz: Ako je a < b onda je X[a] ujedno i segment skupa X[b],
pa, prema korolaru 17.8, ne mogu biti sli¢ni. []

Teorem 17.10

Sli¢nost f: (X, <) — (Y, <) DU skupova preslikava svaki segment
skupa X na neki segment skupa Y.

Dokaz: Neka je a € X. Dokazat ¢emo da je f(X[a]) = Y[f(a)].
C Zay € f(X[a]), 3x € X[a] t.d. je y = f(x), pa
x<a=y=f(x)<fla)=ye€e Y[f(a)]. A
D Nekajey € Y[f(a)], tj. y < f(a). f je bijekcija, pa neka je x € X
t.d. je y = f(x). Dakle, f(x) =y < f(a), pa je
x:ffl(f(x))<f’1(f(a)):a, ti. x € X[al = y=f(x) € f(X[a]). O]
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Segmenti uredeni inkluzijom

DU skupovi su reprezentirani skupom svojih pocetnih komada.
Tocnije,

Svaki je DUS slican skupu svih svojih segmenata uredenih inkluzijom.

Dokaz: Neka je (X,<) DUSi (Y, <) = ({X[a] rae X}, C ) skup svih
segmenata od X, ukljuujuéii(). Definirajmo f: X — Y' s f(a) := X|al.
Kako je (X, <) LUS, dovoljno je pokazati da je f uzlazna bijekcija.

f uva uredaj: a< b = f(a) = X[a] C X[b] = f(b).
f je surjekcija: ZaVy € Y je y = Xl[al] za neki a € X, pa je y = f(a).
f je injekcija: Zbog korolara 17.9, a # b = Xla] # X[b] O
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Princip transfinitne indukcije

Sljedeéi teorem govori o jednom od najmoénijih oruda za dokazivanje,
ne samo u teoriji skupova, nego i u analizi, topologiji, algebri, i drugdje.

Teorem 17.12 (Princip transfinitne indukcije)

Neka je (X, <) DUS i A C X takav podskup da za svaki a € X,
iz X[a] C A slijedi a € A. Tada je A= X.

Dokaz: Pretpostavimo daje A # X, tj. X\A # (), i neka je m = min X\A.
Tvrdnja: X[m] C A. Zaista, za svaki x € X[m] je x < m = min X \ A,
paxd X\ A tji. x& X\ (X\A) =A. Dakle, X|m] C A. A

Prema pretpostavci o skupu A, slijedime A, =< me X\ A [
Napomena 1. Vrijedi i obratno: ako je (X, <) LUS koji ima minimum i
u kojem vrijedi princip transfinitne indukcije, onda je (X, <) DUS
(za dokaz vidi Vukovi¢, Teorija skupova, teorem 1.87).
Napomena 2. Opéenito, u LU skupu princip transfinitne indukcije ne vrijedi:
X=7Z,A=27ZCZ. O¢itoVa e X, (X[a] CA= a€ A),iako A # X.
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Produljenje

Kako su DU skupovi reprezentirani skupom svojih segmenata,
koristan je sljedeéi termin.

Definicija 17.13

Za dobro ureden skup Y kaze se da je produljenje DU skupa X
ako je X neki segment (pocetni komad) skupa Y.

Relacija produljenja je odito tranzitivna, a zbog korolara 17.8 je i
antirefleksivna, pa je ona relacija (strogog) uredaja.

Primjer 17.14

Neka je X DUS, a, b € X, a < b. Tada je X[b] produljenje od X[a].
Uodi da je X[a] = (X[b])[a].
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Segmentni skupovi

Neformalno se ordinalni brojevi mogu definirati kao redni tipovi DU
skupova. Mi ¢emo ih, prema von Neumannu (~1925.), definirati
kao specijalne DU skupove. Ali najprije jedna definicija:

Definicija 18.1

DUS (X, <) naziva se segmentni skup ako za Va € X vrijedi a = X[a].

OPREZ! NE a € X]al, to ne moze biti!

POJASNJENJE: Prema teoremu 17.11, DUS (X, <) sli¢an je skupu
{Xlal] : a € X} svih svojih segmenata, uredenom inkluzijom,
a prema dokazu tog teorema, preslikavanje a — X|[a] je sli¢nost.
Ali, prema korolaru 17.6, slicnost DU skupova je jedinstvena,
pa je a— Xla] jedina sli¢nost X — {X[a] : a € X}.
Dakle, ako je (X, <) segmentni skup, tj. X[a] = a za Va,
ondaje X ={Xlal:ae X}, i <=, tj

uredaj u segmentnom skupu uvijek je inkluzija, tj. produljenje.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
4. UREDENI SKUPOVI
§18. SEGMENTNI SKUPOVI

Kako izgledaju segmentni skupovi?

Zapravo, svi segmentni skupovi u pocetku izgledaju jednako.
Naime, neka je (X, <) neki segmentni skup. Kako je (X, <) DUS,
postoji minimum, m = min X.

Medutim, m = X[m] = () (vidi definiciju 17.4).

Nadalje, segment odreden sljedbenikom od m jednak je {m} = {0},
a segment odreden njegovim sljedbenikom je {m,{m}} = {0,{0}},
itd. Dakle,

Korolar 18.2
Svaki segmentni skup s >3 ¢lana pocinje ovako: {0, {0}, {0.{0}},...}.

Primjer 18.3
o Skup w = {0, 0%, 0+, ...y = {0,{0}, {0,{0}},...}
je segmentni skup (vidi primjer 3.2 i definiciju 3.6).
@ Skup {0,0F, 07", ..., w, w’, w™t, ...} je segmentni skup
razlicit od w.
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Segmenti segmentnih skupova su segmentni skupovi

Teorem 18.4

(a) Svaki je segment segmentnog skupa (X, <) segmentni skup.

(b) Ako je pravi podskup Y C X segmentni skup, onda je Y segment,
tj. poletni komad skupa X (dakle ne moze Y biti ,,u sredini”).

Dokaz: (a) NekajeY = X[alzanekiaec X. ZaVbe Y = X[al je b < a,
pa je Y[b] = (X[a])[b] = X[b] = b, tj. Y je segmentni skup. AN
(b) Neka je Y ;Cé X segmentni skup. Tada zaVae Y je Y[al = a, ali
jei X[a] = a, paje X[al = Y[al. Kakoje Y # X to je X\ Y # (.
Tvrdnja: Y = X[m], gdje je m=min X\ Y.
C Y je segmentni skup, pazaVae YizaVbe X\ Y vrijedia< b
(inace bi bilo b < a, te bi bilo b € Y), pajea<m, tj. ac X[m]. A
DZavVaeX[mljea<m,paag X\Yjerjem=minX\Y.
Dakle, a € X\ (X\Y) =Y. O
Napomena: Odavde slijedi i da je uredaj, tj. relacija sadrzavanja kojom je
ureden segmentni skup, zapravo relacija produljenja (definicija 17.13).
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Sli¢ni segmentni skupovi su jednaki

Teorem 18.5
Ako su segmentni skupovi X i Y slicni, onda su jednaki.

Drugim rijeCima, razli¢iti segmentni skupovi ne mogu biti sli¢ni, ili,
drugacije receno, klase ekvivalencije segmentnih skupova, s obzirom
na relaciju slicnosti, su jednoclane.

Dokaz: Neka je f: X — Y sli¢nost.
Transfinitnom indukcijom dokazat éemo da je f(x) = x, Vx € X.
Neka je A={x € X : f(x) = x}. Tvrdimo da je A= X.
U protivhom, postojao bi najmanji xp € X t.d. je f(xp) # xo,
pa bi f(xg) bio najmanji element u Y koji ne pripada skupu f(A)
(jer sli¢nost LU skupova ¢uva minimum, teorem 14.12 (c¢)).
Ali, Y[f(xo)] = X(xol, jer je za sve x < xg, f(x) = x,

L 1

=f(x0) =0

pa je f(xp) = xo, u kontradikciji s f(xg) # Xo. O
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Je li svaki DUS slican nekom segmentnom skupu ?

Cilj ovog poglavlja je dokazati teorem 18.14, kako je svaki DUS
slican, i to jedinstvenom, segmentnom skupu. Zasada, kao
posljedicu prethodnog teorema 18.5, dobivamo samo

Korolar 18.6

DUS moze biti slican najvise jednom segmentnom skupu.

Trebat ¢e nam i sljedeéa Cinjenica:

Teorem 18.7
Presjek dvaju segmentnih skupova je segmentni skup.

Dokaz: Segmentni skupovi X i Y uredeni su inkluzijom C, pajei XNY
ureden inkluzijom. Neka je a€ XNY. Kako je X[a] =a=Y]al,
tojei (XNY)lal = Xl[a] = Y[al = a, jer su prethodnici od a u X
i uY jednaki, pa je XN Y segmentni skup. O
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Usporedivost segmentnih skupova

Teorem 18.8 (o usporedivosti segmentnih skupova)

Neka su X i 'Y segmentni skupovi. Tada vrijedi jedna i samo jedna
od sljedeéih mogucnosti:

(a) ilijeX=Y;

(b) ili je X segment (pocetni komad) od Y;

(c) ili je Y segment (pocletni komad) od X.

4

Dokaz: Neka je X # Y. Dovoljno je pokazati da je ili X pravi podskup od Y,
ili je Y pravi podskup od X, jer je onda, prema teoremu 18.4 (b),
X segment od Y ili je Y segment od X. Treba, dakle, pokazati da
nije moguée X € Y i Y ¢ X. Pretpostavimo suprotno, pa neka je
a=minX\Yib=minY\X. XNY jesegmentni skup pa, kao u
dokazu teorema 18.4 (b), zakljuéujemo da je XNY = X[a] i XNY = Y[b].
Stogajea=X[al=XNY =Y[bl=be Y,pajeac XNY = Xlal,
$to je u kontradikciji s a = X[a] ={x: x < a}. O
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Segmentni skupovi su tranzitivni

Iz prethodnog teorema 18.8, neposredno slijedi

Korolar 18.9

Svaka je familija segmentnih skupova linearno uredena inkluzijom. []

Iz definicije 18.1 neposredno slijedi da je svaki segmentni skup
tranzitivan (vidi definiciju 3.8 i teorem 3.9).

Sljedecu, nesto slabiju tvrdnju, upotrijebit ¢emo u dokazu teorema 18.12.

Korolar 18.10

Neka su X i Y segmentni skupovi i X C Y je pravi podskup od Y .
Onda je X € Y. O
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Aksiom regularnosti (dobre utemeljenosti)

Prema korolaru 18.9, svaki je skup segmentnih skupova LUS. Kako
bismo dokazali vise, tj. da je svaki skup segmentnih skupova DUS,
treba nam jo$ jedan aksiom teorije skupova (von Neumann, 1925):
AKSIOM REGULARNOSTI (DOBRE UTEMELJENOSTI)

Svaki neprazan skup S ima barem jedan element s t.d. je sNS = ().

Korolar 18.11

Ne postoji skup A={a,: n € N} t.d. je ani1 € a, za sve n € N.

Dokaz: Pretpostavimo da takav skup A postoji. Dakle, zaVneN je ap11 € a,.
Tvrdnja: Za Vn je a,N A # ()
Zaista, zbog a1 € aniani1 € A jeans1 € anNA, pajea,NA#(D. A
No, dokazana tvrdnja je u suprotnosti s AX regularnosti. O
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Dobro uredenje familija segmentnih skupova

Sada moZemo dokazati najavljenu Cinjenicu o dobrom uredenju
svakog skupa segmentnih skupova.

Teorem 18.12
Svaki je skup segmentnih skupova dobro ureden relacijom produljenja.

Dokaz: Neka je &4 neki skup segmentnih skupova. Prema korolaru 18.9,
o je LUS. Treba pokazati da svaki neprazan podskup od & ima minimum.
Pretpostavimo da 3% C o koji nema minimum. Neka je X € 9.
Kako %8 nema minimum, 3X; € B t.d. je X; < Xp, tj. X1 & Xo.
Indukcijom dobivamo niz segmentnih skupova X, € % t.d. je
Xnt1 G Xp zasve n € N.
Kako su X,41 i X, segmentni skupovi, i X,11 C X,, to je, prema
korolaru 18.10, X1 € X,, za Vn, Sto se protivi aksiomu regularnosti.
Dakle, 98 ima minimum, pa je & dobro ureden skup. Ol
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Supremum LU familije segmentnih skupova

Za dokaz glavne tvrdnje ovog poglavlja, teorema 18.14, kao i
Zermelova teorema 19.10 o dobrom uredenju, potreban nam je jo$ i

Teorem 18.13

Neka je A LU skup segmentnih skupova ureden relacijom produljenja,
i neka je A=J <. Tada postoji jedinstveno uredenje skupa A t.d.
je A segmentni skup koji je produljenje svakog elementa iz o
(razlicitog od A). Skup A je ujedno i supremum familije <.

Dokaz: Prema prethodnom teoremu 18.12, & je DUS.
Ako je A=|J4 € o, onda je tvrdnja teorema ocita.
Ako A¢ A, nekasux,ye AiX,Yedtd jexeXiyeyY.
Kako je ¢ LUS, segmentni skupovi X i Y su usporedivi, pa neka je
Y produljenje od X, X C Y. Definirajmo uredaj u A ovako:
X<YyuA & x<yuY.
Tadaje x < y iusvakom Z € o kojisadrzixiy (jer Y C ZiliZ CY).
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Zavrsetak dokaza teorema 18.13

Tvrdnja 1: Aje DUS. Nekaje() # C C A. Tada3Z € o td.je CNZ # (.
CNZ je DUS, kao podskup segmentnog skupa Z, pa neka je c=min CNZ.
Tvrdnjica: ¢ = min C.
Zaista, jer je Z segmentni skup, i Z C A, zbog c € Z bitée x € Z
zaVx €{a€ A:a< c}; akadabiu C postojao element manji od c,
onbibioiuZ, pabibioiuCNZ =« c=minCNZ
Dakle, C ima minimum, $to dokazuje tvrdnju 1. A
Tvrdnja 2: A je segmentni skup. Neka je a€ A. Tadaje a€ X za neki X € ¢,
pa je X[a] = a. Ali X[a] = Ala], jer je skup svih prethodnika od a
u X iu Aisti, pa je Ala] = X[a] = a, tj. A je segmentni skup. A
Kako je A=J 4, to je A gornja meda familije .
S druge strane, za svaki a € A, postoji X € o t.d. je a € X,
pa A\ {a} ne sadrzi X, tj. A\ {a} nije gornja meda familije .
Dakle, A =sup .
Jedinstvenost uredaja slijedi iz Cinjenice da je, uz uredaj koji smo na A definirali,
A segmentni skup, pa je svaki uredaj na njemu— produljenje. [
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Konacno na cilju'!

Teorem 18.14 (Teorem enumeracijel#)

Svaki je dobro ureden skup slican jedinstvenom segmentnom skupu.

Dokaz: Jedinstvenost slijedi iz teorema 18.5 ili korolara 18.6.
Egzistencija: Neka je (X, <) DUS i neka je a € X t.d. je za svaki x < a,
pocetni komad (segment) X[x] sli¢an nekom segmentnom skupu Sy,
i neka je Z ={Sx : x < a} klasa svih takvih segmentnih skupova.
Prema teoremu 18.5, svaka su dva sli¢na segmentna skupa
jednaka, pa je Sy jedinstven segmentni skup sli¢an segmentu X[x].
Prema Aksiomu supstitucije, Z je skup (skup A iz aksioma
supstitucije je {x : x < a}, a f(x) = Sx, $to je skup). Iz prethodnog
teorema 18.13 slijedi da je i unija S; = [ J{Sx : x < a} segmentni skup,
a kako je svaki DUS sli¢an skupu svojih segmenata, teorem 17.11,
zaklju€ujemo da je X[a] ~ S,.
14Vidi definiciju 19.1.
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Zavrsetak dokaza teorema 18.14

Tvrdnja: Svaki segment skupa X slican je nekom, a onda i jedinstvenom
segmentnom skupu. Dokaz je transfinitnom indukcijom.
Kada tvrdnja ne bi bila istinita, postojao bi najmanji element xg € X
t.d. X[xo] nije sli¢an nekom segmentnom skupu. Ali, prema upravo
dokazanom, to nije mogude, jer ako su za sve x < xg segmenti X|[x] sli¢ni
segmentnim skupovima Sy, onda je i X[xp] sli¢an uniji (J{Sx:x <xo}=Sx,-
Dakle, za svaki segment X|[x] skupa X postoji jedinstven segmentni
skup Sx koji mu je slican. Ponovnom primjenom aksioma supstitucije
zakljuéujemo da je {Sx : x € X} skup. Oznadimo ga s .
Prema teoremu 18.13, svi elementi skupa & Cine segmentni skup,
nazovimo ga Y, kojeg su segmenti upravo elementi od .

Kako je svaki DUS slican skupu svih svojih segmenata, teorem 17.11,
zakljuujemo da je Y ~ X. 0J
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Ordinalni broj dobro uredenog skupa

Teorem enumeracije 18.14, omogucuje sljede¢u definiciju:1®

Definicija 19.1

Jedinstven segmentni skup slican dobro uredenom skupu (X, <),
naziva se ordinalni ili redni broj skupa X (to¢nije, skupa (X, <)).

| \

Napomena 19.2

Razliciti, tj. ne-sli¢ni DU skupovi, sli¢ni su jedinstvenim medusobno
ne-sli¢cnim segmentnim skupovima. S druge strane, razliditi
segmentni skupovi imaju razlicite redne tipove, pa se segmentni
skupovi mogu identificirati s njihovim rednim tipovima. Stoga su,
do na sli¢nost, DU skupovi karakterizirani svojim rednim tipom, pa
se na ordinalni broj DU skupa moze gledati i kao na njegov redni tip.
Zato ¢emo i ordinalni broj DU skupa X oznacivati tX ili t(X).

157ato se teorem 18.14 i naziva teorem enumeracije (vidi Vukovié).
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Ordinalni brojevi prve i druge vrste

Prirodne brojeve 0,1,2,3,... smo u definiciji 3.6 definirali kao
skupove 0, {0}, {0, {0}}, {0,{0},{0,{0}}}, ..., a to su upravo kona&ni
segmentni skupovi, korolar 18.2. Stoga se i ordinalni brojevi

konaénih DU skupova oznacuju arapskim brojevima 0,1,2,3,....
Beskonacne ordinalne brojeve, kao i segmentne skupove kada na njih
gledamo kao na ordinalne brojeve, oznacivat ¢emo malim grckim slovima.
Skup svih konacnih ordinalnih brojeva oznadivat ¢emo opet s w.

Svaki ordinalni broj o ima neposrednog sljedbenika: o™ = o Ll {ac},

i svaki konacan ordinalni broj osim 0, ima neposrednog prethodnika.
Ali nemaju svi ordinalni brojevi neposrednog prethodnika. Zato

Definicija 19.3

Za ordinalni broj o« # 0 kazemo da je prve vrste ako ima neposrednog
prethodnika. Za ordinalni broj koji nema neposrednog prethodnika,
kazemo da je druge vrste ili da je granicni ordinalni broj.
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Usporedivanje ordinalnih brojeva

Definicija 19.4
Za dva razlicita ordinalna broja « i 3 kazemo da je ot < f
ako je o segment od (3, tj. o« C f3, ili ekvivalentno, o € f3.

Iz teorema o usporedivosti segmentnih skupova, neposredno slijedi

Teorem 19.5 (trihotomija za ordinalne brojeve)

Za ordinalne brojeve o i 3 uvijek vrijediiliocc < B, iliocc =3, ili p < .| [

Korolar 19.6

Neka su X i Y DU skupovi i neka sutX = o i tY = 3 njihovi
ordinalni brojevi. Ako je X C Y onda je &« < f3.

Dokaz: Kada ne bi bilo o« < 3, bilo bi f < «, pa bi Y bio slican
segmentu svoga podskupa X, dakle i svom segmentu, Sto zbog
korolara 17.8 nije moguce. O
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Dobra uredenost skupova ordinalnih brojeva

Neposredna posljedica teorema 18.12 je

Teorem 19.7 (o dobroj uredenosti skupova ordinalnih brojeva)

Svaki je skup ordinalnih brojeva dobro ureden relacijom <. O

Nazovimo s W klasu svih ordinalnih brojeva, tj. klasu svih
segmentnih skupova. Je li W skup ?

Kao u teoremima 18.12 i 18.13, pokazuje se da je W DU klasa,
StoviSe, segmentna klasa: svaki @« € W je segmentni skup i
a={&e W:&C o= Wl[al. Pritom & C o mozemo zapisati i
kao & < « ili kao & € «o.

Primijetimo da je svaki segment klase W skup —segmentni skup,
tj. ordinalni broj.
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Burali-Fortijev paradoks

Dakle, za svaki ordinalni broj «, klasa W] svih ordinalnih brojeva
manjih od « je skup (jer je jednaka segmentnom skupu «).
A je li klasa W skup? Nije.

Teorem 19.8 (Burali-Fortijev paradoks, 1897)

Klasa W svih ordinalnih brojeva je prava klasa, tj. W nije skup.

Dokaz: Kada bi klasa W bila skup, bio bi to neki segmentni skup, tj.
ordinalni broj, npr. 3, dakle 3 = W. Ali, 3 bi, kao ordinalni broj,
bio i element skupa W, tj. p € W, pa bi W bio jednak svom
segmentu, a to nije moguce prema korolaru 17.8. O
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Transfinitni nizovi

Neka je (A, <) dobro ureden skup, i neka je t(A, <) = « njegov
ordinalni broj. Prema teoremu 18.14, postoji jedinstven segmentni
skup koji je sli¢an skupu (A, <), pa je to upravo skup Wla] ={&: & < o}
svih ordinalnih brojeva manjih od o« (ureden inkluzijom, odnosno
relacijom produljenja).

Neka je s: Wla] — A jedinstveno preslikavanje sli¢nosti
(jedinstvenost slijedi iz korolara 17.6), i oznadimo s(&) =: ag, & < «.

Korolar 19.9

Svaki se dobro ureden skup (A, <) moZe zapisati kao A = {az : £ <},
gdje je o = t(A, <), ili, bolje, kao transfinitan nizt® (ag)g - «,
odnosno ap, ai,...,ag,..., &< O

Primijetimo da su ovako definirani transfinitni nizovi strogo uzlazni,
tj.za & <mje ag < an.

16Zapravo, termin transfinitan ima smisla samo kada je skup A beskonadan.
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Zermelov teorem o dobrom uredenju

Kako bismo definirali kardinalne brojeve, trebat ¢e nam veé najavljen

Teorem 19.10 (Zermelov teorem o dobrom uredenju, 1904)

Svaki se skup moZze dobro urediti.

U dokazu ovog teorema koristit éemo Zornovu lemu, a za ¢iji smo
pak dokaz bili koristili Aksiom izbora. Sve su to egzistencijalni
dokazi koji ne ukazuju na nikakav nacin da se, u ovom slucaju
dobro uredenje, konstruira. Specijalno, ovaj teorem kaze da se i
skup realnih brojeva moze dobro urediti, ali jos nikome nije uspjelo,
i pitanje je hoce li ikada ikome uspjeti, zaista definirati neko
konkretno dobro uredenje skupa R.
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Dokaz Zermelovog teorema o dobrom uredenju

. Neka je X neki skup a &/ familija parova A = (Y, x) svih

Kako znamo da je & zaista familija, tj. skup?

; podskupova Y C X i dobrih uredenja o« na Y. Familija & nije
prazna jer joj, naprimjer, svaki jednoclan podskup od X s

trivijalnim (dobrim) uredenjem, pripada, kao i prazan skup 0.
Uvedimo u ¢ parcijalni uredaj relacijom produljenja (definicija 17.13):
za A1, Ax € A je A1 < Ay ako je Ap produljenje od Az, tj. A1 je
segment (poletni komad) od Ay. Nekaje £ = {A) : A € A}lanacu ¥,
tj. za A # u je ili Ay produljenje od Ay, ili je Ay produljenje od Aj.
Skup B :=J{Ax : A € A} C X sadrzi sve Ay, produljenje je svakog
od njih, i dobro je ureden (teorem 18.13). Stoga je B € A i
gornja je meda lanca &. Dakle, svaki lanac u & ima gornju medu pa,
prema Zornovoj lemi, & ima barem jedan maksimalan element (M, x).
Tvrdnja: M = X, tj. X je dobro uredenje skupa X.

Zaista, kada bi postojao x € X \ M onda bi redna unija M U {x} bio
dobro ureden podskup od X, $to se protivi maksimalnosti od (M, x). [J
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Koliko ordinalnih brojeva pripada nekom skupu?

U nemogucnosti da u § 12 definiramo kardinalni broj kao ,veli¢inu”
nekog (beskonaénog) skupa, govorili smo o kardinalnosti. Za skupove
A'i B rekli smo da su jednake kardinalnosti, i pisali kA = kB, ako su
oni ekvipotentni. Sada mozemo zaista definirati kardinalne brojeve.

Neka je A proizvoljan skup. Prema Zermelovom teoremu, skup A se
moze dobro urediti, i to na viSe nacina ako ima viSe od jednog elementa.
Za n-Clani skup taj broj je n!, ali svi su ti uredeni skupovi
medusobno sli¢ni, i sli¢ni skupu [1.. n], pa imaju isti ordinalni broj, n.
Ali, za beskonaéne skupove razli¢ita dobra uredenja ne moraju biti
slicna, tj. mogu imati razlicite ordinalne brojeve. Npr. skup N se
moze dobro urediti tako da su pripadni ordinalni brojevi w, w + 2,
w+w, w-w=w? wd+w-7+5, i mnogi drugi.

Definicija 20.1

Kazemo da skup A moze primiti ordinalni broj «, ili da & pripada
skupu A, ako postoji dobro uredenje skupa A s ordinalnim brojem .
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Kako znamo da je G (A) skup? @

Kardinalni broj

Primijetimo da ako se A i B mogu dobro urediti tako da budu sli¢ni,
onda su oni ekvipotentni. Dakle, ako im pripada barem jedan
zajednicki ordinalni broj, onda su ekvipotentni, odnosno ako A i B
nisu ekvipotentni, onda im ne pripada niti jedan zajednicki ordinalni broj.
Svaki je ordinalni broj koji pripada skupu A, ekvipotentan skupu A.

Neka je A neki skup a @ (A) skup svih ordinalnih brojeva

(= segmentnih skupova) koji pripadaju skupu A. Skup G (A) je dobro
ureden, teorem 18.12, pa ima minimum, dakle najmanji segmentni skup,
i on je ekvipotentan s A (jer je to zapravo A s nekim dobrim uredajem).

Definicija 20.2

Kardinalni broj skupa A, kA, je najmanji ordinalni broj koji je
ekvipotentan skupu A.

PokaZimo da je ova definicija svrhovita, tj. da ako su skupovi Ai B
ekvipotentni, onda su najmanji elementi skupova G (A) i 0 ( B) jednaki.
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Ekvipotentni skupovi imaju jednake kardinalne brojeve

Teorem 20.3

Ako su skupovi A i B ekvipotentni onda je G(A) =G (B), pa su i
najmanji elementi ovih skupova jednaki, tj. kKA = kB.

Dokaz: Neka je (A, <) neko dobro uredenje skupa A i neka je
t(A, <) =ax € 0(A). Kao segmentni skup, &« = W/[al, pa skup A
mozemo zapisati kao transfinitan niz A ={ay : A < «} (korolar 19.9).
Neka je f: A={a) : A < o} — B neka bijekcija.
Time je na skupu B ={f(ap) : A < «} definiran i jedan dobar uredaj:
flan) < flan) < w
a preslikavanja f: (A, <) = (B, <)if1: (B, <) = (A, <) susli¢nosti.
Stoga je x = t(A, <) =t(B, <) € 6(B), sto pokazuje 6(A) C G(B).
Analogno se dokazuje obrnuta inkluzija. O
NAPOMENA: Ako je K konacan, npr. n-¢lan skup, onda je skup G (K)
jednoélan, pa je k(K) jednak ordinalnom broju skupa [1..n], tj. k(K) = n.
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Kardinalnost i kardinalni broj

Korolar 20.4
Skupovi A i B su ekvipotentni ako i samo ako je KA = kB.

Dokaz: |= To je upravo prethodni teorem 20.3.

< Kardinalni broj skupa A je ordinalni broj skupa A uz neko dobro
uredenje, pa, shvacen kao segmentni skup, ekvipotentan je skupu A,
tj. A~ KA. Dakle, A~kA=«kB~ B. O

NAPOMENA: Ovaj korolar pokazuje da je, vjerojatno, kardinalni broj
prava zamjena za kardinalnost iz definicije 12.1. Treba jo§ samo
vidjeti $to je s usporedivanjem kardinalnih brojeva.
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Usporedivanje kardinalnih brojeva

Svaki kardinalni broj je ordinalni broj, pa se medu kardinalne
brojeve moze uvesti uredaj ovako:

Definicija 20.5

Za kardinalni broj o« kazemo da je manji od kardinalnog broja 3,
i piSemo o« < 3, ako za « i 3 shvacene kao ordinalne brojeve
vrijedi o < 3, tj. & C f3.

NAPOMENA: Ordinalni broj « je i kardinalni broj ako i samo ako nije
ekvipotentan nekom ordinalnom broju A < «. Ali svaki ordinalni
broj ima, jer je on segmentni skup, svoj kardinalni broj.

Primjer 20.6
kK(w) =k(w+2) =k(w-3+5) =k(w3+w-7+4) =w
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Kriterij za usporedivanje kardinalnih brojeva

Kako Zelimo da kardinalni brojevi ,vjerno” zamijene pojam
kardinalnosti, treba se uvjeriti u to da i za usporedivanje
kardinalnih brojeva vrijedi isto Sto i za usporedivanje kardinalnosti.
Teorem 20.7

Za kardinalne brojeve o i (3 sljedece su tvrdnje ekvivalentne:

(a) «<B;

(b) za svaka dva skupa A i B t.d. je kA= o i kB =3, za njihove
kardinalnosti vrijedi kA < kB, tj. postoji injekcija A — B;

(c) postoje skupovi Ai B s kA= ikB =, t.d daza njihove
kardinalnosti vrijedi kA < kB, tj. da postoji injekcija A — B.

Dokaz:(a)= (b) Nekasu Ai Bt.d.jekA=aikB=p. Alic=W|[a]ip=WI[p]
su ordinalni brojevi (segmentni skupovi) koji su ekvipotentni skupovima A
odnosno B, pa o < 3 znadi da je W[x] segment (pocetni komad)
od WI[B], a o« = B znadi da je W[a] = WI[B], pa u oba sluéaja
postoji injekcija W (a] — W], i ona inducira injekciju A — B. A
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/Zavrsetak dokaza

(b) = (c) Ova implikacija je oita.

(c) = (a) Neka su A i B skupovi za koje je kA=« i kB = t.d. je
kA < kB, tj. postoji injekcija f: A— B.
Pretpostavimo da je kA < kB, tj. da ne postoji injekcija B — A.
Kako su A i B ekvipotentni segmentnim skupovima o odnosno f3,
to znaci da ne postoji injekcija, dakle niti uzlazna injekcija, p — «,
S$to znadi da je 3 # o i da P nije segment (pocetni komad) od «,
tj. B £ . Dakle, zbog trihotomije za ordinalne brojeve, teorem 19.5,
je < . O

Zbog korolara 20.4 i prethodnog teorema, opravdano je za
kardinalni broj rabiti istu oznaku k, kA, kao i za kardinalnost.
Definicije ,,raCunskih” operacija za kardinalnosti i njihova svojstva
promatrana u § 12, nepromijenjeno vrijede i za kardinalne brojeve.
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Trihotomija za kardinalne brojeve

Iz teorema 19.5 odnosno 19.7, neposredno slijede

Teorem 20.8 (trihotomija za kardinalne brojeve)

Za kardinalne brojeve i 3 uvijek vrijediilioxc < 3, ilioc =3, ili p < .| [

Teorem 20.9 (o dobroj uredenosti skupova kardinalnih brojeva)

Svaki je skup kardinalnih brojeva dobro ureden relacijom <. [
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Brojevni razredi

Kardinalni broj skupa A definirali smo kao najmanji element skupa G (A)
svih ordinalnih brojeva koji pripadaju skupu A (definicija 20.2),
a teorem 20.3 pokazuje da ako je kA = kB onda je G(A) =0 (B).

Definicija 21.1

Brojevni razred O () kardinalnog broja « je skup svih ordinalnih
brojeva ekvipotentnih s «.

Primijetimo da teorem 20.3 pokazuje da je G () = G(A) za svaki
skup A za koji je kA = «.

Napomena. Za svaki beskonadan kardinalni broj « je brojevni razred G («),
kao skup ordinalnih brojeva, dobro ureden relacijom produljenja

(teorem 18.12), i nema maksimuma.
Naime, zaVE € 0(x) je k(& +1) =k(&), tj. E+1 € O (), i E4+1 > &,

=&t
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Skup G (Xg) prebrojivo beskonaénih ordinalnih brojeva

Pozabavimo se najprije brojevnim razredom 0 (Xg),
tj. skupom svih prebrojivo beskonacnih ordinalnih brojeva.

Za svaki prebrojiv podskup S C 0 (Xg), prvi ordinalni broj koji dolazi
iza svih ordinalnih brojeva iz S, takoder pripada skupu G ().

Dokaz: Primijetimo najprije da iskaz teorema ima smisla, tj. da za svaki
prebrojiv S C 0 (Xg) postoji prvi ordinalni broj iza svih elemenata od S.
Zaista, ako skup S ima najveéi element, kazimo o, onda je 0+ 1
najmanji ordinalni broj koji je veéi od svih elemenata iz S.

U tom slucaju o+ 1 je odito prebrojiv, tj. 0+ 1 € O (Xg).
Pretpostavimo da skup S nema najvedi element.

Neka je  neki neprebrojiv ordinalni broj.

Tada je S ={«,:n e N} C W[P + 1], pa je odozgo omeden,

te ima supremum, kazimo « (koji postoji, jer je to upravo minimum
skupa onih ordinalnih brojeva koji su manji od 341 i veéi od svih o).

« je prvi, tj. najmanji ordinalni broj koji dolazi iza svih elemenata skupa S.
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Skup G (Xy) nije prebrojiv
Tvrdnja: Wlad = | Wlx,l.

neN
D ZavVnije oy < o tj. Wiy € W] pajei | Wlx, € Wlal.
neN

C Neka je & e W(a] proizvoljan. Kako je c=sup Si S nema najvedi element,

postojin € Nt.d. je & < oy, teje & = WIE] C Wi, € | Wilxn]. A

neN
Konaéno, W/{a] je prebrojiva unija prebrojivih skupova, pa je i
o = Wil prebrojiv skup, tj. o« € 6 (Xg). O

Neposredna posljedica je ovaj vazan

Kardinalni broj skupa € (Xg) vedi je od Ng.

Dokaz: Kada bi skup €@ (Xg) bio prebrojiv, bio bi, prema prethodnom teoremu,
i prvi ordinalni broj koji je veéi od svih ordinalnih brojeva iz 0 (Xg),
prebrojiv, dakle element od G (Xg), pa bi on bio vedi i od sebe
samog. =< O
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w1 ordinalni broj skupa svih prebrojivih ordinalnih brojeva

Definicija 21.4
Ordinalni broj dobro uredenog skupa 0 (Xg) oznacava se wy ili Q.

Dakle, w1 = t(@(xo))

w1 = Wlwil, tj. wy je ordinalni broj DU skupa svih ordinalnih
brojeva manjih od w1, dakle, DU skupa svih prebrojivih ordinalnih
brojeva, ukljucujuéi i konacne ordinalne brojeve.

Dokaz: Svaki ordinalni broj o« < w? je oblika w - n+ m, (n, m) € Ng x Np,

pri ¢emu je Ng x Np ureden leksikografski.
Tvrdnja: Redna unija W{[w] UG (Xg) jednaka je Ww1].

Zaista, definirajmo preslikavanje f: W{w ] UG (Xg) — 6(Xp)

w-(n+1)4+m, za x < w? oblika x = w - n+m
flo) =
x ,Za o = w?
f je odito preslikavanje s|i<V:nost|, pa je wy = Wlwq]. O
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¢

Svaki ordinalni broj o < wjy je prebrojiv, pa je w1, kao najmanyji
neprebrojiv ordinalni broj, ujedno i kardinalni broj.

Definicija 21.6

Kao kardinalni broj, w; se oznacava Nj.
Dakle, Xy = k(0 (X)) = k(Wlw1]).

X1 je prvi (najmanji) kardinalni broj veéi od N, tj. izmedu g i Nq
nema drugih kardinalnih brojeva.

Dokaz: Neka je « < 3. Kao ordinalni broj, « je manji od wi, pa je,
prema teoremu 21.5, « prebrojiv, tj. kao kardinalan broj je & < Nj.
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O<l<---<n<- - <Np< N <Ny <o <X

Svi ordinalni brojevi kojima je kardinalni broj jednak ¥X; Cine
brojevni razred G (X1), i, sli¢no kao ranije, pokazuje se da je
kardinalni broj skupa € (1) veéi od Nj.

Ordinalni broj DU skupa 6 (X1) oznacuje se wy, a kako je to i
najmanji ordinalni broj koji je veéi od svih elemenata skupa 0 (X7),
on je ujedno i kardinalni broj, i kao takav, oznacuje se No.

itd.

Svaki skup ordinalnih brojeva je dobro ureden, pa se time dobiva i
dobro uredenje svakog skupa kardinalnih brojeva. Tako dobivamo

O0<l< - <n< - <Rpg< N <Ny <o < Ng < -+
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Oznake: N; vs. wg

Zasto ordinalne brojeve wg = w, w1, wa, ..., wg, ..

kada na njih gledamo kao na kardinalne brojeve, oznacujemo
N, Mg, Mo, ..., Ng,...7

Jedan, vrlo jasan razlog su razlicita svojstva raunskih operacija s
ordinalnim i s kardinalnim brojevima.

Primjer 21.8
Noixo = N, dok je w+w =w- 2#wWw.
zbrajanje zbrajanje

kardinalnih brojeva ordinalnih brojeva
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