UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU

25. svibnja 2016.

UVOD U TEORIJU SKUPOVA
| MATEMATICKU LOGIKU

Sime Ungar
http://www.mathos.unios.hr/~sime/

Literatura:
P. Papi¢. Uvod u teoriju skupova, HMD, Zagreb 2000.
M. Vukovié. Teorija skupova, predavanja,
PMF-Matematicki odjel, Zagreb 2010.
M. Vukovié. Matematicka logika 1, skripta,
PMF-Matematicki odjel, Zagreb 2000.
M. Vukovié. Matematicka logika, Element, Zagreb 2009.
F.R. Drake, D.Singh. Intermediate Set Theory, John Wiley & Sons, 1996.

S. Lipschutz. Schaum’s Outline of Set Theory and Related Topics,
McGraw-Hill, New York 1998.
S. Mardesi¢. Matematicka analiza, 1. dio, Skolska knjiga, Zagreb,-1974,


http://www.mathos.unios.hr/~sime/

UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
UvoD

Sto predavati prije: Teoriju skupova ili Matemati¢ku logiku?



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
UvoD

Sto predavati prije: Teoriju skupova ili Matemati¢ku logiku?
To je isto kao pitanje: Sto je bilo prije— koko3 ili jaje?

Teorija skupova treba Matematicku logiku, kao Sto i
Matematicka logika treba Teoriju skupova.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
UvoD

Sto predavati prije: Teoriju skupova ili Matemati¢ku logiku?
To je isto kao pitanje: Sto je bilo prije— koko3 ili jaje?
Teorija skupova treba Matematicku logiku, kao Sto i
Matematicka logika treba Teoriju skupova.
Odgovor je dao Darwin: evolucija— niti je koko$ nastala prije
jajeta niti je jaje nastalo prije kokosi— razvijali su se istovremeno.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
UvoD

Sto predavati prije: Teoriju skupova ili Matemati¢ku logiku?
To je isto kao pitanje: Sto je bilo prije— koko3 ili jaje?

Teorija skupova treba Matematicku logiku, kao Sto i
Matematicka logika treba Teoriju skupova.

Odgovor je dao Darwin: evolucija— niti je koko$ nastala prije
jajeta niti je jaje nastalo prije kokosi— razvijali su se istovremeno.

Tako su se Teorija skupova i Matematicka logika razvijale
istovremeno. (Za razliku od Logike koja se razvijala ve¢ od
Aristotela, a i ranije.)

Ako se ML i TS predaju u isto vrijeme, onda ¢e svako malo
nastavnik iz ML reéi , A kao Sto znate iz teorije skupova, ...
a isto ¢e tako nastavnik iz TS svako malo reéi , A kao sto ste udili
u matematickoj logici, ..."



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
UvoD

Sto predavati prije: Teoriju skupova ili Matemati¢ku logiku?
To je isto kao pitanje: Sto je bilo prije— koko3 ili jaje?

Teorija skupova treba Matematicku logiku, kao Sto i
Matematicka logika treba Teoriju skupova.

Odgovor je dao Darwin: evolucija— niti je koko$ nastala prije
jajeta niti je jaje nastalo prije kokosi— razvijali su se istovremeno.

Tako su se Teorija skupova i Matematicka logika razvijale
istovremeno. (Za razliku od Logike koja se razvijala ve¢ od
Aristotela, a i ranije.)

Ako se ML i TS predaju u isto vrijeme, onda ¢e svako malo
nastavnik iz ML reéi , A kao Sto znate iz teorije skupova, ...
a isto ¢e tako nastavnik iz TS svako malo reéi , A kao sto ste udili
u matematickoj logici, ..."

U pocetku moze se raditi i ne-aksiomatski, ali uz izvjestan oprez:
— NAIVNA TEORIJA SKUPOVA.
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@ A.Fraenkel i T.Skolem predloZili shemu aksioma zamjene kao
novi aksiom;

@ J.von Neumann eksplicirao aksiom dobre utemeljenosti i

definirao ordinalne brojeve;

K. Godel: 1918. dokazao relativnu konzistentnost ZF teorije

skupova s aksiomom izbora i hipotezom kontinuuma;

P. Cohen: 1963. dokazao nezavisnost hipoteze kontinuuma od

ZF teorije skupova.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
1. POJAM SKUPA

© POJAM SKUPA

@ Poceci i paradoksi
@ Opcenito o skupovima i osnovnim operacijama
@ Prirodni brojevi

25. svibnja 2016.
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@ skup je primitivan pojam, i kao takav se ne definira;
@ smatramo da ve¢ imamo razvijen intuitivan pojam skupa;

@ skup je kolekcija objekata koji zajedno Cine cjelinu.

Velik dio teorije skupova Cantor je izgradio na tako klimavim nogama.
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Cantor se nije eksplicite pozivao na aksiome, ali se manje-vise sve
svodi na sljedeca tri aksioma:

1. AKSIOM EKSTENZIONALNOSTI: Dva su skupa jednaka ako imaju
iste elemente.

2. PRINCIP KOMPREHENZIJE: Za unaprijed zadano svojstvo® o
postoji skup Ciji su elementi to¢no oni elementi koji imaju to
svojstvo, tj. {x: G( )} je skup.

tj. o(x )Je ispunjeno

3. AKSIOM IZBORA Za svaki neprazan skup postoji (barem jedna)
funkcija ¢iji su argumenti neprazni podskupovi toga skupa,
a vrijednosti funkcije su elementi argumenta.

1Svojstvo (izjavna funkcija) o je funkcija jedne ili vide varijabli, t.d. je za
svaku vrijednost varijabli, dobivena izjava ili istinita ili lazna.
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Russellov paradoks
{x:x je skup i x ¢ x} nije skup.

Tako se nesto u matematici dotada josS nije dogodilo!
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Kasnije su uoceni i drugi paradoksi:
= Cantorov paradoks skupa svih skupova;
= Buralli-Fortijev paradoks;
= i drugi.
Problem je u principu komprehenzije: Nije sve Sto se moZe opisati
nekim svojstvom, skup.

{A: postoji bijekcije skupa A na skup N} — nije skup
{f : f je neprekidna realna funkcija na segmentu [0, 1]} — je skup;
{G : postoji binarna operacija x t.d. je (G, ) grupa} — nije skup.
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OPREZ!

ZAKLJUCAK: U teoriji skupova ne smijemo graditi nove skupove
pomocu skupova koji jos nisu izgradeni.

TREBA BITI OPREZAN!

TERMINOLOGIJA: Ako je o neko svojstvo (izjavna funkcija) onda
¢emo kolekciju {x : o(x)} zvati klasa.

Neke klase jesu skupovi a neke nisu.

Klase koje nisu skupovi zvat ¢emo prave klase.
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Opcenito o skupovima i osnovnim operacijama

O oznakama: U ,pravoj” teoriji skupova elementi skupova su uvijek
skupovi, i svi se skupovi oznacavaju malim slovima. Naime,
drugacije oznake dovode do problema jer se promatraju skupovi
skupova, pa onda skupovi skupova skupova, itd. Kod nas ¢ée se
rijetko pojaviti vise od 3—4 nivoa, pa ¢emo rabiti oznake a, A, A, ¢, 2.
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Opcenito o skupovima i osnovnim operacijama

O oznakama: U ,pravoj” teoriji skupova elementi skupova su uvijek
skupovi, i svi se skupovi oznacavaju malim slovima. Naime,
drugacije oznake dovode do problema jer se promatraju skupovi
skupova, pa onda skupovi skupova skupova, itd. Kod nas ¢ée se
rijetko pojaviti vise od 3—4 nivoa, pa ¢emo rabiti oznake a, A, A, ¢, 2.

Navedimo najprije nekoliko osnovnih aksioma, bez kojih ne
moZemo nista:
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Aksiom ekstenzionalnosti

AKSIOM EKSTENZIONALNOSTI
Dva su skupa jednaka ako imaju iste elemente. Pisemo: A = B.

Dakle: A# Bznatidadae Atd.a¢ B,ilidb e Bt.d. b ¢ A(ilioboje).
Ako se radi o kona¢no mnogo elemenata pisemo npr. A ={a, a2, ..., ant.
Jednodlan skup: {a}.

Elementi skupa mogu biti skupovi: {{O},{O, 1},{1,2, 3},{5}}.
Ali: S #{S}. Uvijek! Ali: S € {S}.
Oznake za neke standardne skupove: N, Np, Z, Q, R, C, H
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Aksiom praznog skupa

AKSIOM PRAZNOG SKUPA

Postoji skup koji ne sadrzi niti jedan element.
315td. Vx, x ¢ S.
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Aksiom praznog skupa

AKSIOM PRAZNOG SKUPA

Postoji skup koji ne sadrzi niti jedan element.
315td. Vx, x ¢ S.

@ Iz AX ekstenzionalnosti slijedi da je takav skup jedinstven.
Zovemo ga prazan skup i oznalavamo ().

Crvenim kruzi¢em @ u margini oznadivat ¢emo tvrdnje ¢iji dokaz ostavljamo za vjezbu.
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1. POJAM SKUPA
§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Aksiom praznog skupa

AKSIOM PRAZNOG SKUPA

Postoji skup koji ne sadrzi niti jedan element.
315td. Vx, x ¢ S.

@ Iz AX ekstenzionalnosti slijedi da je takav skup jedinstven.
Zovemo ga prazan skup i oznalavamo ().

Naprimjer:

x:xeRix=2ix=3}=0
ili

x:xeQix>=2}=0.

Crvenim kruzi¢em @ u margini oznadivat ¢emo tvrdnje ¢iji dokaz ostavljamo za vjezbu.
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Aksiom partitivnog skupa

Inkluzija: A C B znali: a€ A= ac B. Cita se: A je podskup od B.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
1. POJAM SKUPA
§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Aksiom partitivnog skupa

Inkluzija: A C B znali: a€ A= ac B. Cita se: A je podskup od B.

Kako iz postojecih skupova izgraditi (tvoriti) nove skupove?
Postoji vise nacina.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
1. POJAM SKUPA
§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Aksiom partitivnog skupa

Inkluzija: A C B znali: a€ A= ac B. Cita se: A je podskup od B.
Kako iz postojecih skupova izgraditi (tvoriti) nove skupove?
Postoji vise nacina.

AKSIOM PARTITIVNOG SKUPA

Ako je A skup onda je klasa svih njegovih podskupova takoder skup.
VAIP td. VB (Be?® < BCA)




UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
1. POJAM SKUPA
§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Aksiom partitivnog skupa

Inkluzija: A C B znali: a€ A= ac B. Cita se: A je podskup od B.
Kako iz postojecih skupova izgraditi (tvoriti) nove skupove?
Postoji vise nacina.

AKSIOM PARTITIVNOG SKUPA

Ako je A skup onda je klasa svih njegovih podskupova takoder skup.
VAIP td. VB (Be?® < BCA)

@ Iz AX ekstenzionalnosti slijedi da je za svaki skup A takav skup
jedinstven.
Naziva se partitivni skup skupa A i oznalava s 2 (A) ili 24
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Aksiom para

AKSIOM PARA

Za svaka dva skupa A i B postoji skup Ciji su A i B jedini elementi.
VAVB 3C t.d. za VX (Xe C= (X:AiIiX:B))
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Aksiom para

AKSIOM PARA

Za svaka dva skupa A i B postoji skup Ciji su A i B jedini elementi.
VAVB 3C t.d. za VX (Xe C= (X:AiIiX:B))

@ Iz AX ekstenzionalnosti opet slijedi da je za zadane A i B takav
skup C jedinstven, i naziva se (neureden) par.
Oznaka: {A, B} ili {B, A}, svejedno.
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1. POJAM SKUPA

§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Aksiom para

AKSIOM PARA

Za svaka dva skupa A i B postoji skup Ciji su A i B jedini elementi.
VAVB 3C t.d. za VX (Xe C= (X:AiIiX:B))

@ Iz AX ekstenzionalnosti opet slijedi da je za zadane A i B takav
skup C jedinstven, i naziva se (neureden) par.
Oznaka: {A, B} ili {B, A}, svejedno.

Posljedica: Za svaki skup A postoji par {A, A}, i njega ¢emo dogovorno
oznacivati jednostavno {A}. Dakle, {A}:={A, A}
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Aksiom unije

AKSIOM UNIJE

Za svaki skup je klasa elemenata svih njegovih elemenata opet skup.
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Aksiom unije

AKSIOM UNIJE

Za svaki skup je klasa elemenata svih njegovih elemenata opet skup.

ili, obi¢nim jezikom:

Za svaki skup skupova & postoji skup S koji se sastoji od onih, i

samo onih elemenata, koji su elementi barem jednog skupa iz &.
VY 3Std. Vx (xS JAtd. je (A S & x € A))
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Aksiom unije

AKSIOM UNIJE

Za svaki skup je klasa elemenata svih njegovih elemenata opet skup.

ili, obi¢nim jezikom:

Za svaki skup skupova & postoji skup S koji se sastoji od onih, i

samo onih elemenata, koji su elementi barem jednog skupa iz &.
VY 3Std. Vx (xS JAtd. je (A S & x € A))

@ Iz AX ekstenzionalnosti slijedi da je takav S jedinstven.
Naziva se unija skupa & (govori se i o uniji familije &).

Oznaka: &, iliJA:Ae &} ili U A
Acd
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Aksiom unije

AKSIOM UNIJE

Za svaki skup je klasa elemenata svih njegovih elemenata opet skup.

ili, obi¢nim jezikom:

Za svaki skup skupova & postoji skup S koji se sastoji od onih, i

samo onih elemenata, koji su elementi barem jednog skupa iz &.
VY 3Std. Vx (xS JAtd. je (A S & x € A))

@ Iz AX ekstenzionalnosti slijedi da je takav S jedinstven.
Naziva se unija skupa & (govori se i o uniji familije &).

Oznaka: &, iliJA:Ae &} ili U A
Acd

Kada se radi o uniji od dva skupa uobicajena je oznaka [ {A, B} = AUB.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
1. POJAM SKUPA
§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Postojanje troclanog skupa

Neka je & = {@,{b},{b, ch {b, d}}. Prema AX unije je klasa
{b, ¢, d} svih elemenata ¢lanova od & takoder skup, tj.
U ={b, c, d} je skup. Dakle, postoji tro¢lan skup.
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Postojanje troclanog skupa

Neka je & = {@,{b},{b, ch {b, d}}. Prema AX unije je klasa
{b, ¢, d} svih elemenata ¢lanova od & takoder skup, tj.
U ={b, c, d} je skup. Dakle, postoji tro¢lan skup.

Ali, kako znamo da je & skup?



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
1. POJAM SKUPA
§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Postojanje troclanog skupa

Neka je & = {@,{b},{b, ch {b, d}}. Prema AX unije je klasa
{b, ¢, d} svih elemenata ¢lanova od & takoder skup, tj.
U ={b, c, d} je skup. Dakle, postoji tro¢lan skup.

Ali, kako znamo da je ¥ skup? Prazan skup () i jedno¢lan skup {b}, npr.
{b} = {{0}} = {{0},{0}}, postoje. Trebamo jo3 vidjeti da postoje
skupovi oblika {b, c} i {b, d}, gdje su b, ¢ i d medusobno razli¢iti.
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Postojanje troclanog skupa

Neka je & = {@,{b},{b, ch {b, d}}. Prema AX unije je klasa
{b, ¢, d} svih elemenata ¢lanova od & takoder skup, tj.
U ={b, c, d} je skup. Dakle, postoji tro¢lan skup.

Ali, kako znamo da je ¥ skup? Prazan skup () i jedno¢lan skup {b}, npr.
{b} = {{0}} = {{0},{0}}, postoje. Trebamo jo3 vidjeti da postoje
skupovi oblika {b, c} i {b, d}, gdje su b, ¢ i d medusobno razli¢iti.

U tu svrhu stavimo npr. ¢ = {0,{0}} i d = {@, {@,{@}}}. Tada je

U7 = {0' o, {{VJ}, {@,{@}}}, {{@)}. {@). {@,{9}}}}}

= {001 {0.001}}

zaista troclan skup.
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Postojanje n-Clanih skupova

Ako su A1, ..., A, skupovi onda postoji skup {A1, ..., An}.
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Postojanje n-Clanih skupova

Ako su A1, ..., A, skupovi onda postoji skup {A1, ..., An}.

Dokaz: Neka su Aj, ..., A, skupovi. Prema AX para postoje skupovi
{A1, Ao} i {As} ( ={As3, A3}), pa, ponovno zbog AX para, postoji
skup {{A1, Az}, {As}}.
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Postojanje n-Clanih skupova

Ako su A1, ..., A, skupovi onda postoji skup {A1, ..., An}.

Dokaz: Neka su Aj, ..., A, skupovi. Prema AX para postoje skupovi
{A1, Ao} i {As} ( ={As3, A3}), pa, ponovno zbog AX para, postoji
skup {{A1, Az}, {As}}.

Sada, zbog AX unije, postoji skup | {{Al, Aol {A3}} ={A1, Ay, As}.
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Postojanje n-Clanih skupova

Ako su A1, ..., A, skupovi onda postoji skup {A1, ..., An}.

Dokaz: Neka su Aj, ..., A, skupovi. Prema AX para postoje skupovi
{A1, Ao} i {As} ( ={As3, A3}), pa, ponovno zbog AX para, postoji
skup {{A1, Az}, {As}}.
Sada, zbog AX unije, postoji skup | {{Al, Aol {A3}} ={A1, Ay, As}.
AX para = 3 skup {{Al,Ag, A3},{A4}}; AX unije = 3 skup {A1, A, A3, Ag};
itd. indukcijom. O
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Postojanje n-Clanih skupova

Ako su A1, ..., A, skupovi onda postoji skup {A1, ..., An}.

Dokaz: Neka su Aj, ..., A, skupovi. Prema AX para postoje skupovi
{A1, Ao} i {As} ( ={As3, A3}), pa, ponovno zbog AX para, postoji
skup {{A1, Az}, {As}}.
Sada, zbog AX unije, postoji skup | {{Al, Aol {A3}} ={A1, Ay, As}.
AX para = 3 skup {{Al,Ag, A3},{A4}}; AX unije = 3 skup {A1, A, A3, Ag};
itd. indukcijom. O

Za svaki prirodan broj n postoji n-¢lani skup. \

Dokaz: 1z prethodnog teorema i Cinjenice da postoji beskonacno mnogo

razli¢itih skupova. Npr. 0, {0}, {{0}}, {{{@}}} {{{{@}}}} ... O
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Postoje li beskonacni skupovi?

Dakle, sada znamo da postoji beskonacno mnogo skupova, ali ne
znamo postoji li ijedan beskonacan skup.
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Postoje li beskonacni skupovi?

Dakle, sada znamo da postoji beskonacno mnogo skupova, ali ne
znamo postoji li ijedan beskonacan skup.

Naime, kada bismo znali da je beskonacna klasa & skupova iz
dokaza prethodnog korolara 2.3, za koje znamo da postoje, skup,
onda bi po AX unije znali da postoji i njihova unija, koja bi tada
bila beskonacan skup jer su svi skupovi iz & medusobno razliditi.
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Postoje li beskonacni skupovi?

Dakle, sada znamo da postoji beskonacno mnogo skupova, ali ne
znamo postoji li ijedan beskonacan skup.

Naime, kada bismo znali da je beskonacna klasa & skupova iz
dokaza prethodnog korolara 2.3, za koje znamo da postoje, skup,
onda bi po AX unije znali da postoji i njihova unija, koja bi tada
bila beskonacan skup jer su svi skupovi iz & medusobno razliditi.

Ali to ne znamo! Ne znamo je li klasa & skup.
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Shema aksioma separacije

Sljedeéi aksiom omogucuje definiciju (ne aksiomatizaciju!)
presjeka, Kartezijevog produkta, i drugih stvari, a zamjenjuje
Princip Komprehenzije, koji je u osnovi veine paradoksa.
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Shema aksioma separacije

Sljedeéi aksiom omogucuje definiciju (ne aksiomatizaciju!)
presjeka, Kartezijevog produkta, i drugih stvari, a zamjenjuje
Princip Komprehenzije, koji je u osnovi veine paradoksa.

SHEMA AKSIOMA SEPARACIJE?

Ako je A skup a o neko zadano svojstvo® na A, tada je klasa svih
a € A koji imaju svojstvo o takoder skup.
VA 3B t.d. Va (a eBs (acA& O'(a))

2Vukovi¢ str. 10; Papié: Aksiom izbora podskupova (specifikacije), str. 10
3vidi fusnotu na str.5



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
1. POJAM SKUPA

§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Shema aksioma separacije

Sljedeéi aksiom omogucuje definiciju (ne aksiomatizaciju!)
presjeka, Kartezijevog produkta, i drugih stvari, a zamjenjuje
Princip Komprehenzije, koji je u osnovi veine paradoksa.

SHEMA AKSIOMA SEPARACIJE?

Ako je A skup a o neko zadano svojstvo® na A, tada je klasa svih
a € A koji imaju svojstvo o takoder skup.
VA 3B t.d. Va (a eBs (acA& O'(a))

Zasto ,,shema aksioma” a ne ,,aksiom”?

2Vukovi¢ str. 10; Papié: Aksiom izbora podskupova (specifikacije), str. 10
3vidi fusnotu na str.5
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Shema aksioma separacije

Sljedeéi aksiom omogucuje definiciju (ne aksiomatizaciju!)
presjeka, Kartezijevog produkta, i drugih stvari, a zamjenjuje
Princip Komprehenzije, koji je u osnovi veine paradoksa.

SHEMA AKSIOMA SEPARACIJE?

Ako je A skup a o neko zadano svojstvo® na A, tada je klasa svih
a € A koji imaju svojstvo o takoder skup.
VA 3B t.d. Va (a eBs (acA& O'(a))

Zasto ,shema aksioma” a ne ,,aksiom”?
Zato jer se tu radi o, u principu, beskona¢no mnogo aksioma:
za svako svojstvo o — jedan aksiom.

Ako je o neko zadano svojstvo, onda se govori o aksiomu
separacije za svojstvo o.

2Vukovi¢ str. 10; Papié: Aksiom izbora podskupova (specifikacije), str. 10
3vidi fusnotu na str.5
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Presjek skupova

Definicija 2.4
Za proizvoljan skup & se s [ oznacava klasa

{x:zasvaki A€ ¥ je x € A}
i naziva se presjek skupa (familije) .
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Presjek skupova

Definicija 2.4
Za proizvoljan skup & se s [ oznacava klasa

{x:zasvaki A€ ¥ je x € A}
i naziva se presjek skupa (familije) .

Ako su A i B skupovi onda se [|{A, B} oznatava AN B,
n
i analogno za n skupova, Ay N---NA, =({AL,...., Al = N A;.
j=1



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
1. POJAM SKUPA
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Presjek skupova

Definicija 2.4
Za proizvoljan skup & se s [ oznacava klasa

{x:zasvaki A€ ¥ je x € A}
i naziva se presjek skupa (familije) .

Ako su A i B skupovi onda se [|{A, B} oznatava AN B,
n
i analogno za n skupova, Ay N---NA, =({AL,...., Al = N A;.
j=1

Uod¢i da je ovo definicija a ne aksiom presjeka (za razliku od uvodenja
unije skupova).

Potrebno je, dakle, dokazati da je klasa kojom je gornjom
definicijom definiran presjek, zaista skup.
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Presjek skupa skupova je zaista skup

Za svaki skup & je presjek (| takoder skup. \
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Presjek skupa skupova je zaista skup

Za svaki skup & je presjek (| takoder skup. \

Dokaz: Prema AX unije postoji skup S =J¥.
Neka je o svojstvo na S definirano ovako:

0(x) = za svaki A € & vrijedi x € A.
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Presjek skupa skupova je zaista skup

Za svaki skup & je presjek (| takoder skup.

Dokaz: Prema AX unije postoji skup S =J¥.
Neka je o svojstvo na S definirano ovako:

0(x) = za svaki A € & vrijedi x € A.

Prema AX separacije za svojstvo o, klasa svih x ¢ S=J ¥
koji imaju svojstvo o, tj. klasa svih x-eva t.d. za svaki A € &
vrijedi x € A, je skup, a to je upravo bila definicija presjeka. O
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Razlika skupova

Definicija 2.6
Za proizvoljne skupove Ai B's A\ B oznacavamo klasu
{x:x€ A& x & B}, i to se naziva razlika skupova A i B.

Ako je U neki fiksni skup i A C U, onda se razlika U \ A naziva
komplement skupa A (u odnosu na skup U), i Cesto se oznacava AC.
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Razlika skupova

Definicija 2.6
Za proizvoljne skupove Ai B's A\ B oznacavamo klasu
{x:x € A& x ¢ B}, i to se naziva razlika skupova A i B.

Ako je U neki fiksni skup i A C U, onda se razlika U \ A naziva
komplement skupa A (u odnosu na skup U), i éesto se oznadava AC.

Za proizvoljne skupove A i B, razlika A\ B takoder je skup.

Dokaz: Razlika A\ B definirana je svojstvom 0 na A ovako: o(x) =x ¢ B
pa je prema AX separacije za svojstvo o, A\ B skup. O
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Razlika skupova

Definicija 2.6
Za proizvoljne skupove Ai B's A\ B oznacavamo klasu
{x:x € A& x ¢ B}, i to se naziva razlika skupova A i B.

Ako je U neki fiksni skup i A C U, onda se razlika U \ A naziva
komplement skupa A (u odnosu na skup U), i éesto se oznadava AC.

Za proizvoljne skupove A i B, razlika A\ B takoder je skup.

Dokaz: Razlika A\ B definirana je svojstvom 0 na A ovako: o(x) =x ¢ B
pa je prema AX separacije za svojstvo o, A\ B skup. O

Korolar 2.8

Ako je U neki fiksni skup i A C U podskup, onda je komplement
Al =y \ A takoder skup. O
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Algebra skupova

Osnovna svojstva unije, presjeka i komplementa

(i) komutativnost AUB=BUA

ANB=BNA
(if) asocijativnost AU(BUC)=(AUB)UC An(BNnC)=(AnB)nC
(iii) distributivnost

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

AU(BNC)=(AUB)N(AUC(C)
(iv) idempotentnost

AUA=A ANA=A
(v) Deko.)rganovi (AUB)¢ = At BC (AnB)¢ = ACyuRE
zakoni
(vi) AUD=A AND=0
(vii) AuU=U ANU=A
(vii) AuAt = U AnAL =9
(ix) 0t =u

Ut =9
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Indeksirana familija (indeksirani skup)

Definicija 2.9
Neka je o/ neka neprazna familija skupova (tj. neprazan skup), i
neka je J neki skup. Svaka surjekcija J —» 9 naziva se indeksna

funkcija. J je indeksni skup ili skup indeksa, a familija & zajedno s
indeksnom funkcijom f je indeksirana familija (skupova).
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Indeksirana familija (indeksirani skup)

Definicija 2.9

Neka je o/ neka neprazna familija skupova (tj. neprazan skup), i
neka je J neki skup. Svaka surjekcija J —» 9 naziva se indeksna
funkcija. J je indeksni skup ili skup indeksa, a familija & zajedno s
indeksnom funkcijom f je indeksirana familija (skupova).

Za j € J vrijednost f(j) € o oznacujemo A; pa indeksiranu
familiju oznacujemo {A;}jc ili {A;}; ako je jasno, ili nevazno,
0 kojem se skupu indeksa J radi.
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Indeksirana familija (indeksirani skup)

Definicija 2.9

Neka je o/ neka neprazna familija skupova (tj. neprazan skup), i
neka je J neki skup. Svaka surjekcija J —» 9 naziva se indeksna
funkcija. J je indeksni skup ili skup indeksa, a familija & zajedno s
indeksnom funkcijom f je indeksirana familija (skupova).

Za j € J vrijednost f(j) € o oznacujemo A; pa indeksiranu
familiju oznacujemo {A;}jc ili {A;}; ako je jasno, ili nevazno,
0 kojem se skupu indeksa J radi.

Napomena: Indeksna funkcija ne mora biti injektivna, tj. moze biti
A; = Aj iako je i # j.
Drugim rijeCima, isti skup familije &f moze se pojaviti viSe puta
kao element indeksirane familije {A;};.
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§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Dvije napomene

1. Na svaki skup mozemo gledati kao na skup indeksa tako da
identitetu 15: S — S interpretiramo kao indeksnu funkciju.
Zase Sjels(s)=s €S, tako da dobivamo indeksiran skup

{ss}ses ={slses ={s:s€ 5} =5.
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1. POJAM SKUPA

§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Dvije napomene

1. Na svaki skup mozemo gledati kao na skup indeksa tako da
identitetu 15: S — S interpretiramo kao indeksnu funkciju.
Zase Sjels(s)=s €S, tako da dobivamo indeksiran skup
{ss}ses ={slses ={s:s€ 5} =5.
2. Na svaku familiju skupova mozemo gledati kao na indeksiranu
familiju of = {Aj}jcy ={A;:j € d} ={A: A€ o}, ali se obitno
ipak indeksni skup oznacuje razli¢itim slovom, npr. of ={A;:j € J}.
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1. POJAM SKUPA

§2. OPCENITO O SKUPOVIMA | OSNOVNIM OPERACIJAMA

Dvije napomene

1. Na svaki skup mozemo gledati kao na skup indeksa tako da
identitetu 15: S — S interpretiramo kao indeksnu funkciju.
Zase Sjels(s)=s €S, tako da dobivamo indeksiran skup
{ss}ses ={slses ={s:s€ 5} =5.
2. Na svaku familiju skupova mozemo gledati kao na indeksiranu
familiju of = {Aj}jcy ={A;:j € d} ={A: A€ o}, ali se obitno
ipak indeksni skup oznacuje razli¢itim slovom, npr. of ={A;:j € J}.

Uz takvu oznaku, unije i presjeci familija skupova oznacuju se ovako:
U&ﬂ :U{A:AEd}:U{Aj:jeJ}:UjeJAj:UjAj
ﬂd :ﬂ{AiAEd}:ﬂ{AjZJGJ}:ﬂjeJAj:ﬂjAj
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Asocijativnost, distributivnost, komplement

Kao i za dvoclane unije i presjeke, vrijede ove formule:
AU LJ/MZZ LJ(ALJ/V) AN r]/M:: r}(Afj/h)

jed Jjed jed jed
AN LJ/”ZZ LJ(A(W/M) AU r]/yiz r](ALJ/h)
jed Jjed jed jed

Ako su A; C U za sve j onda vrijede De Morganove formule

(UA) =nA&  (na)-ua
jed jed jed Jjed
tj.
UNUA=NUNA) U\ A= UU\A)
Jjed Jjed Jjed jed
@ Korisna je i ova, manje ,,prozirna” jednakost:
UAURB) =g UURB (%)
@ OPREZ: Analogna jednakost za presjek ne vrijedi! Objasni!
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Induktivni skupovi

Intuitivno znamo Sto je beskonacan skup. Takvi su npr. skupovi

N, Z, R,... ali iz dosadasnjih aksioma ne mozemo zakljuciti da
beskonacni skupovi postoje.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Induktivni skupovi

Intuitivno znamo Sto je beskonacan skup. Takvi su npr. skupovi
N, Z, R,... ali iz dosadasnjih aksioma ne mozemo zakljuciti da
beskonacni skupovi postoje. No, najprije jedna definicija:

Definicija 3.1

Neka je S neki skup. Skup ST := S U{S} (koji postoji prema
aksiomima para i unije), naziva se sljedbenik skupa S.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Induktivni skupovi

Intuitivno znamo Sto je beskonacan skup. Takvi su npr. skupovi
N, Z, R,... ali iz dosadasnjih aksioma ne mozemo zakljuciti da
beskonacni skupovi postoje. No, najprije jedna definicija:
Definicija 3.1

Neka je S neki skup. Skup ST := S U{S} (koji postoji prema
aksiomima para i unije), naziva se sljedbenik skupa S.

0T =0u{0}={0}
07 =0 u {0 = {0y U {{0}} = {0.{0}}
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Induktivni skupovi

Intuitivno znamo Sto je beskonacan skup. Takvi su npr. skupovi
N, Z, R,... ali iz dosadasnjih aksioma ne mozemo zakljuciti da
beskonacni skupovi postoje. No, najprije jedna definicija:
Definicija 3.1

Neka je S neki skup. Skup ST := S U{S} (koji postoji prema
aksiomima para i unije), naziva se sljedbenik skupa S.

Primjer 3.2

| \

0T =0u{0}={0}
0t =0T u{0T) = u {0} = {0, {0}

| \

Definicija 3.3
Za skup A kazemo da je induktivan ako mu pripadaju prazan skup
i sljedbenik svakog elementa skupa A.

A\
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Aksiom beskonacnosti

AKSIOM BESKONACNOSTI
Postoji induktivan skup.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Aksiom beskonacnosti

AKSIOM BESKONACNOSTI
Postoji induktivan skup.

TU POCINJE ,PRAVA" MATEMATIKA'!
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Aksiom beskonacnosti

AKSIOM BESKONACNOSTI
Postoji induktivan skup.

Teorem 3.4

Presjek bilo koje neprazne familije & induktivnih skupova je
induktivan skup.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Aksiom beskonacnosti

AKSIOM BESKONACNOSTI
Postoji induktivan skup.

Teorem 3.4

Presjek bilo koje neprazne familije & induktivnih skupova je
induktivan skup.

Dokaz: ZaVAe S jele Apajed e Y.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Aksiom beskonacnosti

AKSIOM BESKONACNOSTI
Postoji induktivan skup.

Teorem 3.4

Presjek bilo koje neprazne familije & induktivnih skupova je
induktivan skup.

Dokaz: ZaVAe S jele Apajed e Y.

Ako je x € (¥ onda je x € A za svaki A€ ¥,
= xt € Azasve Ac ¥ jer suskupovi A induktivni
= xteNd
= presjek (< je induktivan skup. O
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Najmanji induktivan skup

Postoji najmanji (u smislu inkluzije) induktivan skup.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Najmanji induktivan skup

Postoji najmanji (u smislu inkluzije) induktivan skup.

Dokaz: Neka je A bilo koji induktivan skup i neka je w presjek svih
induktivnih podskupova od A. Prema teoremu 3.4, w je induktivan skup.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Najmanji induktivan skup

Postoji najmanji (u smislu inkluzije) induktivan skup.

Dokaz: Neka je A bilo koji induktivan skup i neka je w presjek svih
induktivnih podskupova od A. Prema teoremu 3.4, w je induktivan skup.
Tvrdnja: w je najmanji induktivan skup, tj. svaki induktivan skup B sadrzi w.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Najmanji induktivan skup

Postoji najmanji (u smislu inkluzije) induktivan skup.

Dokaz: Neka je A bilo koji induktivan skup i neka je w presjek svih
induktivnih podskupova od A. Prema teoremu 3.4, w je induktivan skup.
Tvrdnja: w je najmanji induktivan skup, tj. svaki induktivan skup B sadrzi w.
Zaista, AN B je induktivan skup, i podskup je od A, pa sadrzi w
koji je sadrzan u svim induktivnim podskupovima od A, tj.
w C AN B; specijalno je w C B. O
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w — prosireni skup prirodnih brojeva

Navedimo nekoliko elemenata skupa w i njihove uobicajene nazive i oznake:
f=0
0 =0u{0}=0u{0}={0}=1
1" =10{1}={0}u {{0}} = {0,{0}} ={0,1} =2
2t =20{2}={0,13U{2}={0,1,2} =3
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§3. PRIRODNI BROJEVI

w — prosireni skup prirodnih brojeva

Navedimo nekoliko elemenata skupa w i njihove uobicajene nazive i oznake:
f=0
0 =0u{0}=0u{0}={0}=1
1" =10{1}={0}u {{0}} = {0,{0}} ={0,1} =2
2t =20{2}={0,13U{2}={0,1,2} =3

n+;nU{n}:{O,l,Z,...,n—l}U{n}:{O,1,2,...,n—l,n}::n+1
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§3. PRIRODNI BROJEVI

w — prosireni skup prirodnih brojeva

Navedimo nekoliko elemenata skupa w i njihove uobicajene nazive i oznake:
f=0
0 =0u{0}=0u{0}={0}=1
1" =10{1}={0}u {{0}} = {0,{0}} ={0,1} =2
2t =20{2}={0,13U{2}={0,1,2} =3

n+;nU{n}:{O,l,Z,...,n—l}U{n}:{O,1,2,...,n—l,n}::n+1

Definicija 3.6

Skup w naziva se prosireni skup prirodnih brojeva.
Koristi se i oznaka Ng. Dakle, w = Ny = NU{0}.
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Princip matematicke indukcije

Jedno od najvaznijih svojstava skupa w je sljedece:

Teorem 3.7 (Princip matematicke indukcije)

Neka je S C w podskup sa svojstvom da je0 € S i da ako jen € S
ondajeint €S. Tada je S = w.
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Princip matematicke indukcije

Jedno od najvaznijih svojstava skupa w je sljedece:

Teorem 3.7 (Princip matematicke indukcije)

Neka je S C w podskup sa svojstvom da je0 € S i da ako jen € S
ondajeint €S. Tada je S = w.

Dokaz: Iz pretpostavki teorema slijedi da je skup S induktivan, a kako je
w najmanji induktivan skup, toje w C S C w, paje S = w. O
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Princip matematicke indukcije

Jedno od najvaznijih svojstava skupa w je sljedece:

Teorem 3.7 (Princip matematicke indukcije)

Neka je S C w podskup sa svojstvom da je0 € S i da ako jen € S
ondajeint €S. Tada je S = w.

Dokaz: Iz pretpostavki teorema slijedi da je skup S induktivan, a kako je
w najmanji induktivan skup, toje w C S C w, paje S = w. O
Iz definicije prirodnih brojeva, tj. skupa w, vidimo da je, npr.,
3={0,1,2}C{0,1,2,3} =4, tj. 3C 4.
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Princip matematicke indukcije

Jedno od najvaznijih svojstava skupa w je sljedece:

Teorem 3.7 (Princip matematicke indukcije)

Neka je S C w podskup sa svojstvom da je0 € S i da ako jen € S
ondajeint €S. Tada je S = w.

Dokaz: Iz pretpostavki teorema slijedi da je skup S induktivan, a kako je
w najmanji induktivan skup, toje w C S C w, paje S = w. O
Iz definicije prirodnih brojeva, tj. skupa w, vidimo da je, npr.,
3={0,1,2}C{0,1,2,3} =4,t.3C4. Alii3e4
Slicnoje2e€3¢€b, alii2ehb.
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Princip matematicke indukcije

Jedno od najvaznijih svojstava skupa w je sljedece:

Teorem 3.7 (Princip matematicke indukcije)

Neka je S C w podskup sa svojstvom da je0 € S i da ako jen € S
ondajeint €S. Tada je S = w.

Dokaz: Iz pretpostavki teorema slijedi da je skup S induktivan, a kako je
w najmanji induktivan skup, toje w C S C w, paje S = w. O
Iz definicije prirodnih brojeva, tj. skupa w, vidimo da je, npr.,
3={0,1,2}C{0,1,2,3} =4,t.3C4. Alii3e4
Slicnoje2e€3¢€b, alii2ehb.
Zato nije neobic¢na sljedeéa definicija:

Definicija 3.8

Za skup A kazemo da je tranzitivan ako je svaki element nekog
elementa skupa A i sam element skupa A.
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Tranzitivni skupovi

Teorem 3.9

(a) Skup A je tranzitivan ako i samo ako je svaki element skupa A
ujedno i podskup skupa A.

(b) Skup A je tranzitivan ako i samo ako je | JA C A.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Tranzitivni skupovi

Teorem 3.9

(a) Skup A je tranzitivan ako i samo ako je svaki element skupa A
ujedno i podskup skupa A.

(b) Skup A je tranzitivan ako i samo ako je | JA C A.

Dokaz: (a) [= Akojeac Aix € aondajex € A pajeaCA.
< (VacA=aCA) = VxcajexcaCA pajexcA A
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Tranzitivni skupovi

Teorem 3.9

(a) Skup A je tranzitivan ako i samo ako je svaki element skupa A
ujedno i podskup skupa A.

(b) Skup A je tranzitivan ako i samo ako je | JA C A.

Dokaz: (a) [= Akojeac Aix € aondajex € A pajeaCA.
< (VacA=aCA) = VxcajexcaCA pajexcA A

(b) [= Neka je skup A tranzitivan i x € |JA. Tada Ja€ A td. je
X € a, pa je, zbog tranzitivnosti, i x € A, tj. [JA C A.
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Tranzitivni skupovi

Teorem 3.9

(a) Skup A je tranzitivan ako i samo ako je svaki element skupa A
ujedno i podskup skupa A.

(b) Skup A je tranzitivan ako i samo ako je | JA C A.

Dokaz: (a) [= Akojeac Aix € aondajex € A pajeaCA.
< (VacA=aCA) = VxcajexcaCA pajexcA A
(b) [= Neka je skup A tranzitivan i x € |JA. Tada Ja€ A td. je
X € a, pa je, zbog tranzitivnosti, i x € A, tj. [JA C A.

< Nekaje JACA ZaacAixeajexeaC Ja'=JACA,
tj. x € A, pa je skup A tranzitivan. a'eA O
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Tranzitivni skupovi

Teorem 3.10
Ako je A tranzitivan skup onda je | JAT = A.
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Tranzitivni skupovi

Teorem 3.10
Ako je A tranzitivan skup onda je | JAT = A.

Dokaz: AT = AU{A} pa je

UAT =U(AU{A)})
=(UA)uU (%) (prema jednakosti (*) na str. 24)

unija jedno¢lane familije
—(UA)UA=A 0
(I

C A jer je A tranzitivan, tm.3.9(b)
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Prirodni brojevi su tranzitivni skupovi

Svaki element skupa w, t.j. svaki prirodan broj ukljucujuéi i 0,
Jje tranzitivan skup.
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Prirodni brojevi su tranzitivni skupovi

Svaki element skupa w, t.j. svaki prirodan broj ukljucujuéi i 0,
Jje tranzitivan skup.

Dokaz: Indukcijom: Neka je S C w podskup onih prirodnih brojeva koji
su tranzitivni. OCito je 0 € S, po definiciji tranzitivnosti.
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Prirodni brojevi su tranzitivni skupovi

Svaki element skupa w, t.j. svaki prirodan broj ukljucujuéi i 0,
Jje tranzitivan skup.

Dokaz: Indukcijom: Neka je S C w podskup onih prirodnih brojeva koji
su tranzitivni. OCito je 0 € S, po definiciji tranzitivnosti.
n~sn": Nekajen € Sinekajex € n™ = nU{n}. Tadajex € nilix = n.
1. Akojexc€nondajexCnCnt, tj xCn'.
|
jer je n tranzitivan, tm.3.9(a)
2. Ako je pak x =nonda je x C nU{n}=n".
Dakle, svaki element skupa n™ je ujedno i njegov podskup,
pa je, prema teoremu 3.9(a), skup n™ tranzitivan, t.j. nT € S.
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Prirodni brojevi su tranzitivni skupovi

Svaki element skupa w, t.j. svaki prirodan broj ukljucujuéi i 0,
Jje tranzitivan skup.

Dokaz: Indukcijom: Neka je S C w podskup onih prirodnih brojeva koji
su tranzitivni. OCito je 0 € S, po definiciji tranzitivnosti.
n~sn": Nekajen € Sinekajex € n™ = nU{n}. Tadajex € nilix = n.
1. Akojexc€nondajexCnCnt, tj xCn'.
|
jer je n tranzitivan, tm.3.9(a)
2. Ako je pak x =nonda je x C nU{n}=n".
Dakle, svaki element skupa n™ je ujedno i njegov podskup,
pa je, prema teoremu 3.9(a), skup n™ tranzitivan, t.j. nT € S.

Prema principu matematicke indukcije zakljuéujemo da je S = w,
tj. svaki prirodan broj je tranzitivan skup. O
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Prirodni brojevi kao skupovi nekih prirodnih brojeva

Svaki je prirodan broj skup nekih prirodnih brojeva. \
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Prirodni brojevi kao skupovi nekih prirodnih brojeva

Svaki je prirodan broj skup nekih prirodnih brojeva. \

Dokaz: Neka je n € w. Za svaki element x € n je x € n € w, pa kako
je skup w tranzitivan, to je x € w, tj. svaki element skupa n je
prirodan broj. O
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Prirodni brojevi kao skupovi nekih prirodnih brojeva

Svaki je prirodan broj skup nekih prirodnih brojeva. \

Dokaz: Neka je n € w. Za svaki element x € n je x € n € w, pa kako
je skup w tranzitivan, to je x € w, tj. svaki element skupa n je
prirodan broj.

NAPOMENA: Na skupu w moze se definirati uredaj ovako:

m < n ako je m€ n
pa se dokaze da je svaki prirodan broj jednak skupu svih od njega
manjih prirodnih brojeva.

O

Takoder, definiraju se i raCunske operacije i dokazuju njihova
svojstva, ali se mi time ne¢emo baviti.
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Peanovi aksiomi

Osnovna svojstva skupa w opisana su ovim teoremom:

Teorem 3.13 (Peanovi aksiomi?)
(i) 0 e w

i) n€w=n"€cw

(iii) Ne postoji x € w t.d. je xT =0, tj. zaVx € w je xT #0.

(iv) AkoS C w ima svojstvodaje0e€ Sida(neS=nteS),
onda je S = w.

(v) Ako za m,n € w vrijedi m™ = n" onda je m = n.

(ii
i

40vim je aksiomima 1889. J. Peano definirao prirodne brojeve i iz njih izveo
sva uobicajena svojstva.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Peanovi aksiomi

Osnovna svojstva skupa w opisana su ovim teoremom:

Teorem 3.13 (Peanovi aksiomi?)
(i) 0 e w

i) n€w=n"€cw

(iii) Ne postoji x € w t.d. je xT =0, tj. zaVx € w je xT #0.

(iv) AkoS C w ima svojstvodaje0e€ Sida(neS=nteS),
onda je S = w.

(v) Ako za m,n € w vrijedi m™ = n" onda je m = n.

(ii
i

Dokaz: (i) i (if) slijede neposredno iz definicije induktivnog skupa.

40vim je aksiomima 1889. J. Peano definirao prirodne brojeve i iz njih izveo
sva uobicajena svojstva.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Peanovi aksiomi

Osnovna svojstva skupa w opisana su ovim teoremom:

Teorem 3.13 (Peanovi aksiomi?)
(i) 0 e w

i) n€w=n"€cw

(iii) Ne postoji x € w t.d. je xT =0, tj. zaVx € w je xT #0.

(iv) AkoS C w ima svojstvodaje0e€ Sida(neS=nteS),
onda je S = w.

(v) Ako za m,n € w vrijedi m™ = n" onda je m = n.

(ii
i

Dokaz: (i) i (if) slijede neposredno iz definicije induktivnog skupa.
(iii) Za svaki x € w je xt =xU{x} # 0 =0.

40vim je aksiomima 1889. J. Peano definirao prirodne brojeve i iz njih izveo
sva uobicajena svojstva.
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Peanovi aksiomi

Osnovna svojstva skupa w opisana su ovim teoremom:

Teorem 3.13 (Peanovi aksiomi?)
(i) 0 e w

(i) new=ntew

(iii) Ne postoji x € w t.d. je xT =0, tj. zaVx € w je xT #0.
(iv) AkoS C w ima svojstvodaje0e€ Sida(neS=nteS),
onda je S = w.

(v) Ako za m,n € w vrijedi m™ = n" onda je m = n.

Dokaz: (i) i (if) slijede neposredno iz definicije induktivnog skupa.
(iii) Za svaki x € w je xt =xU{x} # 0 =0.
(iv) To je princip matematicke indukcije koji smo dokazali.

40vim je aksiomima 1889. J. Peano definirao prirodne brojeve i iz njih izveo
sva uobicajena svojstva.
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Peanovi aksiomi

Osnovna svojstva skupa w opisana su ovim teoremom:

Teorem 3.13 (Peanovi aksiomi?)

(i) 0 e w

(i) new=ntew

(iii) Ne postoji x € w t.d. je xT =0, tj. zaVx € w je xT #0.
(iv) AkoS C w ima svojstvodaje0e€ Sida(neS=nteS),
onda je S = w.

(v) Ako za m,n € w vrijedi m™ = n" onda je m = n.

Dokaz: (i) i (if) slijede neposredno iz definicije induktivnog skupa.
(iii) Za svaki x € w je xt =xU{x} # 0 =0.
(iv) To je princip matematicke indukcije koji smo dokazali.
(v) mt =nT = Um" =Jn". Kako su mi n tranzitivni skupovi,
to je prema teoremu3.10, UmT =miln" =n, pajem=n. [

40vim je aksiomima 1889. J. Peano definirao prirodne brojeve i iz njih izveo
sva uobicajena svojstva.
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Sto je to dokaz matematickom indukcijom?
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Dokaz matematickom indukcijom

Sto je to dokaz matematickom indukcijom?

Zelimo dokazati da je neka tvrdnja T, koja ovisi o prirodnom broju n,
istinita za sve prirodne brojeve.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Dokaz matematickom indukcijom

Sto je to dokaz matematickom indukcijom?

Zelimo dokazati da je neka tvrdnja T, koja ovisi o prirodnom broju n,
istinita za sve prirodne brojeve.

Dokaz matematickom indukcijom sastoji se od dvije faze:
(i) baza indukcije: dokaze se da vrijedi T(0) ili T(1);

(ii) korak indukcije: za svaki n € w, uz pretpostavku istinitosti
tvrdnje T(n), dokaZe se istinitost tvrdnje T(n+ 1).

Time je dokazano da je tvrdnja T(n) istinita za sve n € w odnosno n € N.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Dokaz matematickom indukcijom

Sto je to dokaz matematickom indukcijom?

Zelimo dokazati da je neka tvrdnja T, koja ovisi o prirodnom broju n,
istinita za sve prirodne brojeve.

Dokaz matematickom indukcijom sastoji se od dvije faze:

(i) baza indukcije: dokaze se da vrijedi T(0) ili T(1);

(ii) korak indukcije: za svaki n € w, uz pretpostavku istinitosti
tvrdnje T(n), dokaZe se istinitost tvrdnje T(n+ 1).

Time je dokazano da je tvrdnja T(n) istinita za sve n € w odnosno n € N.
Dokaz da dokaz matemati¢kom indukcijom zaista dokazuje istinitost

tvrdnje T(n) za sve n:

Neka je S C w skup onih n-ova za koje je tvrdnja T(n) istinita.

Zbog (i) je 0 € S, aiz (ii) slijedida (n€S=n+1=n" € 9),

pa je S = w prema principu matematicke indukcije.
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§3. PRIRODNI BROJEVI

Dokaz matematickom indukcijom

Sto je to dokaz matematickom indukcijom?

Zelimo dokazati da je neka tvrdnja T, koja ovisi o prirodnom broju n,
istinita za sve prirodne brojeve.

Dokaz matematickom indukcijom sastoji se od dvije faze:
(i) baza indukcije: dokaze se da vrijedi T(0) ili T(1);
(ii) korak indukcije: za svaki n € w, uz pretpostavku istinitosti
tvrdnje T(n), dokaZe se istinitost tvrdnje T(n+1).2

Time je dokazano da je tvrdnja T(n) istinita za sve n € w odnosno n € N.
Dokaz da dokaz matematickom indukcijom zaista dokazuje istinitost

tvrdnje T(n) za sve n:

Neka je S C w skup onih n-ova za koje je tvrdnja T(n) istinita.

Zbog (i) je0 € S, aiz (ii) slijedida (n€S=n+1=n" € §),

pa je S = w prema principu matematicke indukcije.

5Korak indukcije moze izgledati i ovako:

(ii)* za svaki n € w, uz pretpostavku istinitosti tvrdnji T(k) za k =
dokaze se istinitost tvrdnje T(n+ 1).
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Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
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Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
f:X=>Y
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Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
f: X — Y domena
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Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
f: X = Y domena / kodomena
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Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
f: X — Y domena / kodomena Citaj: ,fsaXuY"
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§4. FUNKCIJE - NEFORMALNO

Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
f: X — Y domena / kodomena Citaj: ,fsaXuY"
f(x) je vrijednost funkcije f u tocki x, f(x) € Y.
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§4. FUNKCIJE - NEFORMALNO

Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
f: X — Y domena / kodomena Citaj: ,fsaXuY"
f(x) je vrijednost funkcije f u tocki x, f(x) € Y.

sin x nije funkcija! To je vrijednost funkcije sin: R — R u toc¢ki x € R.
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§4. FUNKCIJE - NEFORMALNO

Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
f: X — Y domena / kodomena Citaj: ,fsaXuY"
f(x) je vrijednost funkcije f u tocki x, f(x) € Y.
sin x nije funkcija! To je vrijednost funkcije sin: R — R u toc¢ki x € R.
f(A) :={f(x) : x € A} gdje je A podskup od X,
dakle f(A) C Y i naziva se slika skupa A.
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§4. FUNKCIJE - NEFORMALNO

Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
f: X — Y domena / Citaj: ,fsaXuY"
f(x) je vrijednost funkcije f u tocki x, f(x) € Y.
sin x nije funkcija! To je vrijednost funkcije sin: R — R u toc¢ki x € R.
f(A) :={f(x) : x € A} gdje je A podskup od X,
dakle f(A) C Y i naziva se slika skupa A.
f

X— Y
f(X) Slika funkcije f

je skup f(X) C Y.
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§4. FUNKCIJE - NEFORMALNO

Oznake i terminologija koju znamo od ranije

Podsjetimo se nekih oznaka i terminologije koju ¢emo rabiti:
f: X — Y domena / Citaj: ,fsaXuY"
f(x) je vrijednost funkcije f u tocki x, f(x) € Y.
sin x nije funkcija! To je vrijednost funkcije sin: R — R u toc¢ki x € R.
f(A) :={f(x) : x € A} gdje je A podskup od X,
dakle f(A) C Y i naziva se slika skupa A.

f
X— Y
f(X) Slika funkcije f
je skup f(X) C Y.
Y XxY
Graf funkcije f je skup 3 %

Mri={(x,f(x):xeX}CTXxY. ‘ \_//\\‘/X
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Kompozicija; injekcija—surjekcija—bijekcija; praslika

Kompozicija funkcijaf: X — Yig: Y — Z jefunkcijagof: X — Z
definirana s (go f)(x) := g(f(x)) i pise se g f(x)ili (gf)(x).

X Y Z
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Kompozicija; injekcija—surjekcija—bijekcija; praslika

Kompozicija funkcijaf: X — Yig: Y — Z jefunkcijagof: X — Z
definirana s (go f)(x) := g(f(x)) i pise se g f(x)ili (gf)(x).
f g
X Y Z

gof
Za A C X inkluzija.: A— X je dana s L(x) = x, x € A.
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Kompozicija; injekcija—surjekcija—bijekcija; praslika

Kompozicija funkcijaf: X — Yig: Y — Z jefunkcijagof: X — Z
definirana s (go f)(x) := g(f(x)) i pise se g f(x)ili (gf)(x).
f g
X Y Z

gof
Za A C X inkluzija.: A— X je dana s L(x) = x, x € A.
Zaf: X =Y i AC X restrikcija fla: A— Y je definirana s
(fla)(x) :=f(x), x € A.
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Kompozicija; injekcija—surjekcija—bijekcija; praslika

Kompozicija funkcijaf: X — Yig: Y — Z jefunkcijagof: X — Z
definirana s (go f)(x) := g(f(x)) i pise se g f(x)ili (gf)(x).
f g
X Y Z

gof
Za A C X inkluzija.: A— X je dana s L(x) = x, x € A.
Zaf: X =Y i AC X restrikcija fla: A— Y je definirana s
(fla)(x) :=f(x), x € A.

injekcija (1-1 preslikavanje) / surjekcija (preslikavanje na) / bijekcija
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Kompozicija; injekcija—surjekcija—bijekcija; praslika

Kompozicija funkcijaf: X — Yig: Y — Z jefunkcijagof: X — Z
definirana s (go f)(x) := g(f(x)) i pise se g f(x)ili (gf)(x).
f g
X Y Z

gof
Za A C X inkluzija.: A— X je dana s L(x) = x, x € A.
Zaf: X =Y i AC X restrikcija fla: A— Y je definirana s
(fla)(x) :=f(x), x € A.

injekcija (1-1 preslikavanje) / surjekcija (preslikavanje na) / bijekcija
identitetaid: X — X,ilil: X — X,ililx: X — X: id(x) =x,Vx € X
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Kompozicija; injekcija—surjekcija—bijekcija; praslika

Kompozicija funkcijaf: X — Yig: Y — Z jefunkcijagof: X — Z
definirana s (go f)(x) := g(f(x)) i pise se g f(x)ili (gf)(x).
f g
X Y Z

gof
Za A C X inkluzija.: A— X je dana s L(x) = x, x € A.
Zaf: X =Y i AC X restrikcija fla: A— Y je definirana s
(fla)(x) :=f(x), x € A.

injekcija (1-1 preslikavanje) / surjekcija (preslikavanje na) / bijekcija
identitetaid: X — X,ilil: X — X,ililx: X — X: id(x) =x,Vx € X
konstantna funkcijac: X — Y za koju je c¢(x) = c(x’) zasve x, x’ € X
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Kompozicija; injekcija—surjekcija—bijekcija; praslika

Kompozicija funkcijaf: X — Yig: Y — Z jefunkcijagof: X — Z
definirana s (go f)(x) := g(f(x)) i pise se g f(x)ili (gf)(x).
f g
X Y Z

gof
Za A C X inkluzija.: A— X je dana s L(x) = x, x € A.
Zaf: X =Y i AC X restrikcija fla: A— Y je definirana s
(fla)(x) :=f(x), x € A.

injekcija (1-1 preslikavanje) / surjekcija (preslikavanje na) / bijekcija
identitetaid: X — X,ilil: X — X,ililx: X — X: id(x) =x,Vx € X
konstantna funkcijac: X — Y za koju je c¢(x) = c(x’) zasve x, x’ € X
Praslika skupa B C Y je skup f~Y(B) ={x e X: f(x) e B}C X

bez obzira postoji li funkcija 1 ili ne!

[rabi se i oznaka f*~(B) posebno f < (y) za f~1(y) = F({y})

kada 1, kao funkcija s Y u X, ne postoji.]
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Inverzna funkcija

Nekoliko Cinjenica o kompoziciji funkcija:
® Kompozicija funkcija je asocijativna, tj. ho(gof) = (hog)of.
® Ako je g o f injekcija onda je f injekcija.
@ Ako je g o f surjekcija onda je g surjekcija.
® Ako su f i g bijekcije onda je i kompozicija g o f bijekcija.
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Inverzna funkcija

Nekoliko Cinjenica o kompoziciji funkcija:
® Kompozicija funkcija je asocijativna, tj. ho(gof) = (hog)of.
® Ako je g o f injekcija onda je f injekcija.
@ Ako je g o f surjekcija onda je g surjekcija.
® Ako su f i g bijekcije onda je i kompozicija g o f bijekcija.
® Ako je g o f bijekcija, moze li se iSta reéi o funkcijama f i/ili g?
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Inverzna funkcija

Nekoliko Cinjenica o kompoziciji funkcija:

® Kompozicija funkcija je asocijativna, tj. ho(gof) = (hog)of.

® Ako je g o f injekcija onda je f injekcija.

@ Ako je g o f surjekcija onda je g surjekcija.

® Ako su f i g bijekcije onda je i kompozicija g o f bijekcija.

® Ako je g o f bijekcija, moze li se iSta reéi o funkcijama f i/ili g?
Inverzna funkcija: Nekaje f: X — Y. Ako postoji funkcijag: Y — X t.d. je

gof=1xifog=1y onda je g inverzna funkcija funkcije f.
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Inverzna funkcija

Nekoliko Cinjenica o kompoziciji funkcija:
® Kompozicija funkcija je asocijativna, tj. ho(gof) = (hog)of.
® Ako je g o f injekcija onda je f injekcija.
@ Ako je g o f surjekcija onda je g surjekcija.
® Ako su f i g bijekcije onda je i kompozicija g o f bijekcija.
® Ako je g o f bijekcija, moze li se iSta reéi o funkcijama f i/ili g?
Inverzna funkcija: Nekaje f: X — Y. Ako postoji funkcijag: Y — X t.d. je
gof=1xifog=1y onda je g inverzna funkcija funkcije f.
Nema svaka funkcija inverznu funkciju. Ali ako inverzna funkcija
postoji onda je ona jedinstvena i oznacuje se f1: Y — X.
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Inverzna funkcija

Nekoliko Cinjenica o kompoziciji funkcija:
® Kompozicija funkcija je asocijativna, tj. ho(gof) = (hog)of.
® Ako je g o f injekcija onda je f injekcija.
@ Ako je g o f surjekcija onda je g surjekcija.
® Ako su f i g bijekcije onda je i kompozicija g o f bijekcija.
® Ako je g o f bijekcija, moze li se iSta reéi o funkcijama f i/ili g?
Inverzna funkcija: Nekaje f: X — Y. Ako postoji funkcijag: Y — X t.d. je
gof=1xifog=1y onda je g inverzna funkcija funkcije f.
Nema svaka funkcija inverznu funkciju. Ali ako inverzna funkcija
postoji onda je ona jedinstvena i oznacuje se f1: Y — X.
Jos nekoliko Cinjenica:
® VAC X jeAC f (f ) Jednakost vrijedi akko je f injekcija.
®VBCYije f( (B)) C B. Jednakost vrijedi akko je f surjekcija.

o fUaAoc :U(xf o) f(ﬂ(onc)gmo(f(Acx)
71(U(53[3):U(3f71(3[5) fﬁl(ﬂﬁBﬁ)Zﬂﬁf

(A)
-
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Ureden par

Za definiciju Kartezijevog produkta dvaju skupova treba nam
pojam uredenog para:

Definicija 5.1

Neka su x i y dva objekta (tj. skupa u ,pravoj” teoriji skupova).
Skup {{x}, {x,y}} naziva se ureden par i oznacuje se (x, y).
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Ureden par

Za definiciju Kartezijevog produkta dvaju skupova treba nam
pojam uredenog para:

Definicija 5.1

Neka su x i y dva objekta (tj. skupa u ,pravoj” teoriji skupova).
Skup {{x}, {x,y}} naziva se ureden par i oznacuje se (x, y).
N )

ova dva (neuredena) para postoje prema aksiomima para i unije




UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
2. RELACIJE | FUNKCIJE
§5. KARTEZIJEV PRODUKT

Ureden par

Za definiciju Kartezijevog produkta dvaju skupova treba nam
pojam uredenog para:

Definicija 5.1

Neka su x i y dva objekta (tj. skupa u ,pravoj” teoriji skupova).
Skup {{x}.{x,y}} naziva se ureden par i oznaluje se (x, y).
N )

ova dva (neuredena) para postoje prema aksiomima para i unije

X se naziva prva a y druga koordinata uredenog para (x, y),

a od ranije ,poznatu” Cinjenicu da su dva uredena para jednaka
ako i samo ako su im jednake odgovarajuce koordinate, treba
dokazati—ona nije dio definicije.

x,y)=K"y") & x=x"&y=y’
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: [<= Ovaj smjer je odit.
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: (<= Ovaj smjer je ocit.
= Neka je {{x},{x,y}} = (x,y) = (x,y) = {Ix'}L X" v} }
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: [<= Ovaj smjer je odit.
= Neka je \{{X}' oyt =yl = (") = Ly

|

={x} e (xy)
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: [<= Ovaj smjer je odit.
= Neka je {{x},{x,y}} = (x,y) = (x",y') = {Ix'}L {x" v} }
= {x} € (x,y) = (x",y) ={{x} {x".y'}}
Stoga je {x} = {x'}ili {x} ={x’, y'}.
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: [<= Ovaj smjer je odit.
= Neka je {{x},{x,y}} = (x,y) = (x",y") = {{x'}L. {x", y'}}.
| = {x} e (xy)= (XJIVY'):{{X’},{X’,Y’}}
Stoga je {x} = {x'}ili {x} ={x’, y'}.
(a) Ako je {x} ={x’} onda je prema AX ekstenzionalnosti x = x’.

Tada je {x,y} € {{x'}, {x",y'}} = {{x}, Ix, v 1}
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: [<= Ovaj smjer je odit.
= Nekaje {{x}.{x,y}} = (x,y) = (x".y") = {{x'}.{x".y}}.
| ={x} € (x,y) = (XJIV}/') ={{x'}L{x"y'}}
Stoga je {x} = {x'}ili {x} ={x’, y'}.
(a) Ako je {x} ={x’} onda je prema AX ekstenzionalnosti x = x’.
Tada je {x,y} € {{x'}. {x",y"}} = {{x}.{x,y'}}, pa je
ili (a1) {x, y} =1{x}

ili (a2) {x,y}=1{x,y'}
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: [<= Ovaj smjer je odit.
= Neka je {{x},{x,y}} = (x,y) = (x",y") = {{x'}L. {x", y'}}.
| = {x} e (xy)= (XJIVY'):{{X’},{X’,Y’}}
Stoga je {x} = {x'}ili {x} ={x’, y'}.
(a) Ako je {x} ={x’} onda je prema AX ekstenzionalnosti x = x’.

Tada je {x,y} € {{x'}, {x", y'}} = {{x}, {x, y}}, pa je
ili(a1) {x,y}=1{x} = ye{x} = y=x

ili (a2) {x,y}=1{x,y'}
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: [<= Ovaj smjer je odit.
= Neka je {{x},{x,y}} = (x,y) = (x",y") = {{x'}L. {x", y'}}.
| = {x} e (xy)= (XJIVY') ={x1{xy'H
Stoga je {x} = {x'}ili {x} ={x’, y'}.
(a) Ako je {x} ={x’} onda je prema AX ekstenzionalnosti x = x’.
Tada je {x,y} € {{x'}. {x",y}} = {{x}.{x,y"}}, pa je
ili (a1) {x,y}=1{x} = ye{x} = y=x, teje
(x, ) ={0 I x0) = {00} = {0} ]
=" y)=xy)={L{x ¥y} |

ili (a2) {x,y}=1{x,y'}
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: [<= Ovaj smjer je odit.
S5 Neka je {{x),bx.yH} = (x,v) = (', y") = {x'h 'y 1}
=>{x}exy) =K y)={{x1L{x"y}
Stoga je {x} = {x'}ili {x} ={x’, y'}.
(a) Ako je {x} ={x’} onda je prema AX ekstenzionalnosti x = x’.
Tada je {x,y} € {{x'}. {x",y}} = {{x}.{x,y"}}, pa je
ili (a1) {x,y}=1{x} = ye{x} = y=x, teje
(x, ) ={{x) x, x} = {03 0 = {0} T
=" y)=xy)={L{x ¥y} |
= {x,yte{{xl} = {x,y't={x} = y =x,daklex=x"=y=y" A
ili (a2) {x, ¥y} =1{x,y'}
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: (<= Ovaj smjer je ocit.
S5 Neka je {00 B )} = (xy) = (6y') = () By .
= {x} € (xy) = (X y") ={x}1{x ¥y}
Stoga je {x} = {x'}ili {x} ={x’, y'}.
(a) Ako je {x} ={x’} onda je prema AX ekstenzionalnosti x = x’.
Tada je {x,y} € {{x'}. {x",y}} = {{x}.{x,y"}}, pa je
ili (a1) {x,y}=1{x} = ye{x} = y=x, teje
(x, ) ={{x) x, x} = {03 0 = {0} T
=" y)=xy)={L{x ¥y} |
= {x,yte{{xl} = {x,y't={x} = y =x,daklex=x"=y=y" A
ili (a2) {x,y}={x,y'} pajeiliy =y’ te smo gotovi,
ili je y = x pa kao u (a1) dobivamo x =x' =y =y’. A
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Dokaz teorema 5.2 o jednakosti uredenih parova

Dokaz: (<= Ovaj smjer je ocit.
S5 Neka je {00 B )} = (xy) = (6y') = () By .
=>{x}exy) =K y)={{x1L{x"y}
Stoga je {x} = {x'}ili {x} ={x’, y'}.
(a) Ako je {x} ={x’} onda je prema AX ekstenzionalnosti x = x’.
Tada Je {x,y) € {Ix},{x", y'}} = {{x). (x, ')}, pa Je
ili (a1) {x,y}=1{x} = ye{x} = y=x, teje
() ={0 {x x} = {0 = {03} T
=" y)=xy)={L{x ¥y} |
= {x,yte{{xl} = {x,y't={x} = y =x,daklex=x"=y=y" A
ili (a2) {x,y}={x,y'} pajeiliy =y’ te smo gotovi,
ili je y = x pa kao u (a;) dobivamo x = x’ =y =y’ AN
(b) Ako je {x} ={x’,y’}ondasu x’,y’ € {x} pajex’' =y’ =x. Kao
u (a) zaklju¢ujemo dajeiy =x pajeopet x =x" =y =y’ O
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Kartezijev produkt

Neka su A i B skupovi. Tada je klasa{(a,b):a € A, b € B}
takoder skup.

Nazivamo ga Kartezijev ili direktan produkt skupova A i B

i oznacujemo A X B.
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Kartezijev produkt

Neka su A i B skupovi. Tada je klasa{(a,b):a € A, b € B}
takoder skup.

Nazivamo ga Kartezijev ili direktan produkt skupova A i B

i oznacujemo A X B.

Dokaz: Prema aksiomima para i unije postoji skup AU B,
pa prema AX partitivhog skupa postoji skup % (@(A U B)).
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Kartezijev produkt

Neka su A i B skupovi. Tada je klasa{(a,b):a € A, b € B}
takoder skup.

Nazivamo ga Kartezijev ili direktan produkt skupova A i B

i oznacujemo A X B.

Dokaz: Prema aksiomima para i unije postoji skup AU B,
pa prema AX partitivhog skupa postoji skup % (@(A U B)).
Prema AX separacije, klasa
{z:zG@(@(AUB)) i (EIUGA, dveBtd. je z=(u, v)) }

|

o(z)

je skup
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Kartezijev produkt

Neka su A i B skupovi. Tada je klasa{(a,b):a € A, b € B}
takoder skup.

Nazivamo ga Kartezijev ili direktan produkt skupova A i B

i oznacujemo A X B.

Dokaz: Prema aksiomima para i unije postoji skup AU B,
pa prema AX partitivhog skupa postoji skup % (QZ’(A U B)).
Prema AX separacije, klasa
{z:zG@(@(AUB)) i (EIUGA, dveBtd. je z=(u, v)) }

|

o(z)
je skup, i to je upravo Kartezijev produkt A x B. Naime,
z:(u,v):{ {u} , {u, v} } O
{I— I

€P(A)CP(AUB)  €P(AUB)
| €7 (7 (AUB)) J
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Primjeri

@ a < b, (,ajemanjiod b"), je jedna relacija medu realnim brojevima.
Za neke uredene parove (a, b) realnih brojeva ona vrijedi, a za neke ne.
Za par (2,5) ona vrijedi jer je 2 < 5, ali za par (7, 1) ne vrijedi jer 7 £ 1.
Kaze se i da neki parovi (a, b) € R x R jesu u relaciji <, a neki nisu.

Dakle, relacija < je podskup skupa R?> = Rx R.
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Primjeri

@ a < b, (,ajemanjiod b"), je jedna relacija medu realnim brojevima.
Za neke uredene parove (a, b) realnih brojeva ona vrijedi, a za neke ne.
Za par (2,5) ona vrijedi jer je 2 < 5, ali za par (7, 1) ne vrijedi jer 7 £ 1.
Kaze se i da neki parovi (a, b) € R x R jesu u relaciji <, a neki nisu.

Dakle, relacija < je podskup skupa R?> = Rx R.

@ Djeljivost prirodnih brojeva, m | n, (m,n) € N x N.
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Primjeri

@ a < b, (,ajemanjiod b"), je jedna relacija medu realnim brojevima.
Za neke uredene parove (a, b) realnih brojeva ona vrijedi, a za neke ne.
Za par (2,5) ona vrijedi jer je 2 < 5, ali za par (7, 1) ne vrijedi jer 7 £ 1.
Kaze se i da neki parovi (a, b) € R x R jesu u relaciji <, a neki nisu.

Dakle, relacija < je podskup skupa R?> = Rx R.

@ Djeljivost prirodnih brojeva, m | n, (m,n) € N x N.

@ Sli¢nost trokutova u ravnini.
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Primjeri

@ a < b, (,ajemanjiod b"), je jedna relacija medu realnim brojevima.
Za neke uredene parove (a, b) realnih brojeva ona vrijedi, a za neke ne.
Za par (2,5) ona vrijedi jer je 2 < 5, ali za par (7, 1) ne vrijedi jer 7 £ 1.
Kaze se i da neki parovi (a, b) € R x R jesu u relaciji <, a neki nisu.

Dakle, relacija < je podskup skupa R?> = Rx R.

@ Djeljivost prirodnih brojeva, m | n, (m,n) € N x N.

@ Sli¢nost trokutova u ravnini.

Ali u relaciji mogu biti i elementi razli¢itih skupova, naprimjer:

o Neka je A skup svih kruZnica ravnine R?, i neka su P € R? i
k € K u relaciji ,,je srediSte od" ako je tocka P srediste kruznice k.
Dakle, ,, je srediste od” je neki podskup skupa R? x % .
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Binarna relacija

Definicija 6.1

Neka su X i Y dva skupa. Svaki podskup R C X x Y naziva se
binarna relacija iz X u Y.

Umjesto (x, y) € R najéescée se pise x R y, i ¢ita se ,,x je u relacijis y"
Ako je X = Y kaze se da ,,R je relacija na X"
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Binarna relacija

Definicija 6.1

Neka su X i Y dva skupa. Svaki podskup R C X x Y naziva se
binarna relacija iz X u Y.

Umjesto (x, y) € R najéescée se pise x R y, i ¢ita se ,,x je u relacijis y"
Ako je X = Y kaze se da ,,R je relacija na X"

Neka svojstva koja relacija R na X moze imati:

(a) refleksivnost: za svaki x je xRx; A:={(x,x):xe X}CR
(b) antirefleksivnost: za svaki x je =(x R x); RNA=1)
(c) simetricnost: x Ry = y R x;

(d) antisimetricnost: (x Ry & yRx) = x=y;

(e) asimetricnost: x Ry = —(y Rx);

(f) tranzitivnost: (x Ry & yRz) = xRz

(g) povezanost ili usporedivost: x 2y = (xRy ili y Rx).
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Relacija ekvivalencije

Nas ée u ovom kolegiju zanimati prvenstveno relacije uredaja, < ili <
(jer relacije ekvivalencije , znamo"). Ipak, ponovimo:

Definicija 6.2

Relacija koja je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna naziva se
relacija ekvivalencije.
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Relacija ekvivalencije

Nas ée u ovom kolegiju zanimati prvenstveno relacije uredaja, < ili <
(jer relacije ekvivalencije , znamo"). Ipak, ponovimo:

Definicija 6.2

Relacija koja je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna naziva se
relacija ekvivalencije.

Primjeri 6.3
® jednakost (brojeva, podskupova, funkcija, ... );
® slic¢nost i kongruencija trokutova u ravnini;
® paralelnost pravaca u ravnini;
® slicnost matrica;
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Particija skupa i relacija ekvivalencije

DEFINICIJA: Svaki rastav skupa X na medusobno disjunktne
podskupove naziva se particijom skupa X.
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Particija skupa i relacija ekvivalencije

DEFINICIJA: Svaki rastav skupa X na medusobno disjunktne
podskupove naziva se particijom skupa X.

Svaka relacija ekvivalencije na skupu X definira jednu particiju
toga skupa, i obratno, svaka particija skupa X definira jednu
relaciju ekvivalencije na tom skupu.
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Particija skupa i relacija ekvivalencije

DEFINICIJA: Svaki rastav skupa X na medusobno disjunktne
podskupove naziva se particijom skupa X.

Svaka relacija ekvivalencije na skupu X definira jednu particiju
toga skupa, i obratno, svaka particija skupa X definira jednu
relaciju ekvivalencije na tom skupu.

Za relaciju ekvivalencije R na skupu X, ¢lanove pripadne particije

toga skupa nazivamo klase ekvivalencije (s obzirom na relaciju R),
@ i te klase zaista jesu skupovi.

Klasu ekvivalencije koja sadrzi element x € X oznalujemo [x].

Dakle, [x] ={x’ € X : xR x}. Svaki element klase [x] naziva se

reprezentantom ili predstavnikom te klase.
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Particija skupa i relacija ekvivalencije

DEFINICIJA: Svaki rastav skupa X na medusobno disjunktne
podskupove naziva se particijom skupa X.

Svaka relacija ekvivalencije na skupu X definira jednu particiju
toga skupa, i obratno, svaka particija skupa X definira jednu
relaciju ekvivalencije na tom skupu.

Za relaciju ekvivalencije R na skupu X, ¢lanove pripadne particije

toga skupa nazivamo klase ekvivalencije (s obzirom na relaciju R),
@ i te klase zaista jesu skupovi.

Klasu ekvivalencije koja sadrzi element x € X oznalujemo [x].

Dakle, [x] ={x’ € X : xR x}. Svaki element klase [x] naziva se

reprezentantom ili predstavnikom te klase.

DEFINICIJA: Skup {[x] : x € X} svih klasa ekvivalencije skupa X

s obzirom na relaciju ekvivalencije R naziva se kvocijentni skup

i oznacuje X/R.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
2. RELACIJE | FUNKCIJE
§6. BINARNE RELACIJE

Primjer: racionalni brojevi

U skupu N x N definiramo relaciju ~ C (N x N) x (N x N) ovako:
(a, b) ~ (¢, d) ako je ad = bc.
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U skupu N x N definiramo relaciju ~ C (N x N) x (N x N) ovako:
(a, b) ~ (¢, d) ako je ad = bc.
Refleksivnost i simetrija su ocite, pa provjerimo tranzitivnost:

(a,b)~(c,d) = ad = bc L adf = bcf

(c,d)~ (e, f) = cf =de 2 pef = bde
te je (a, b) ~ (e, ). O

= adf = bde éi af = be,
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Primjer: racionalni brojevi

U skupu N x N definiramo relaciju ~ C (N x N) x (N x N) ovako:
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(a,b)~(c,d) = ad = bc L adf = bcf

(c,d)~ (e, f) = cf =de 2 pef = bde
te je (a, b) ~ (e, ). O
A $to je kvocijentni skup (NxN)/~? Sto su klase ekvivalencije [(a, b)] ?

= adf = bde éi af = be,
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Primjer: racionalni brojevi

U skupu N x N definiramo relaciju ~ C (N x N) x (N x N) ovako:
(a, b) ~ (¢, d) ako je ad = bc.
Refleksivnost i simetrija su ocite, pa provjerimo tranzitivnost:

(a,b)~(c,d) = ad = bc L adf = bcf

(c,d)~ (e, f) = cf =de 2 pef = bde
te je (a, b) ~ (e, ). O

= adf = bde éi af = be,

A $to je kvocijentni skup (NxN)/~? Sto su klase ekvivalencije [(a, b)] ?
To su pozitivni racionalni brojevi. (Da smo gledali istu relaciju ~
na Z x N dobili bismo sve racionalne brojeve, tj. skup Q.)
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Primjer: racionalni brojevi

U skupu N x N definiramo relaciju ~ C (N x N) x (N x N) ovako:
(a, b) ~ (¢, d) ako je ad = bc.
Refleksivnost i simetrija su ocite, pa provjerimo tranzitivnost:

(a,b)~(c,d) = ad = bc L adf = bcf

(c,d)~ (e, f) = cf =de 2 pef = bde
te je (a, b) ~ (e, ). O

= adf = bde éi af = be,

A $to je kvocijentni skup (NxN)/~? Sto su klase ekvivalencije [(a, b)] ?
To su pozitivni racionalni brojevi. (Da smo gledali istu relaciju ~
na Z x N dobili bismo sve racionalne brojeve, tj. skup Q.)

Dakle, racionalni brojevi su klase ekvivalencije razlomaka.
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Primjer: racionalni brojevi

U skupu N x N definiramo relaciju ~ C (N x N) x (N x N) ovako:
(a, b) ~ (¢, d) ako je ad = bc.
Refleksivnost i simetrija su ocite, pa provjerimo tranzitivnost:

(a,b)~(c,d) = ad = bc L adf = bcf
(c,d)~ (e, f) = cf =de 2 pef = bde

te je (a, b) ~ (e, ). O

= adf = bde éi af = be,

A $to je kvocijentni skup (NxN)/~? Sto su klase ekvivalencije [(a, b)] ?
To su pozitivni racionalni brojevi. (Da smo gledali istu relaciju ~

na Z x N dobili bismo sve racionalne brojeve, tj. skup Q.)

Dakle, racionalni brojevi su klase ekvivalencije razlomaka.

Umjesto npr. [(2,3)] piSe se i [%] ali najcesé¢e samo % t.].
identificira se klasa ekvivalencije s nekim reprezentantom te klase.
Tako % = 2 (kako nas u&e u osnovnoj skoli), zapravo znati [%] = (2],
tj. (2,3) ~ (4,6), ili drukije pisano, 3 ~ 2.
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Primjer: orijentirane duzine i vektori

Sli¢na je situacija s definicijom vektora u ravnini ili prostoru.



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
2. RELACIJE | FUNKCIJE
§6. BINARNE RELACIJE

Primjer: orijentirane duzine i vektori

Sli¢na je situacija s definicijom vektora u ravnini ili prostoru.
Vektori u ravnini su klase ekvivalencijigrijﬂiranih duzina,

pri Cemu su dvije orijentirane duzine AB i CD ekvivalentne ako se
duzine AD i CB raspolavljaju.
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Primjer: orijentirane duzine i vektori

Sli¢na je situacija s definicijom vektora u ravnini ili prostoru.
Vektori u ravnini su klase ekvivalencijigrijﬂiranih duzina,

pri Cemu su dvije orijentirane duzine AB i CD ekvivalentne ako se
duzine AD i CB raspolavljaju.

(Ima posla da se dokaZze tranzitivnost.)

- v s . s - Vv -3 . g
U prostoru treba jos zahtijevati da su orijentirane duzine AB i CD
komplanarne.
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Primjer: orijentirane duzine i vektori

Sli¢na je situacija s definicijom vektora u ravnini ili prostoru.
Vektori u ravnini su klase ekvivalencijigrijﬂiranih duzina,

pri Cemu su dvije orijentirane duzine AB i CD ekvivalentne ako se
duzine AD i CB raspolavljaju.

(Ima posla da se dokaZze tranzitivnost.)

- v e . s - Vo e . g
U prostoru treba jos zahtijevati da su orijentirane duzine AB i CD
komplanarne.

OBJASNITI frazu ,,definicija je dobra” na primjeru zbrajanja racionalnih
brojeva i zbrajanja vektora.
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Funkcije kao relacije

U §4 govorili smo o funkcijama ali ih zapravo nismo bili definirali.
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Funkcije kao relacije

U §4 govorili smo o funkcijama ali ih zapravo nismo bili definirali.

Definicija 6.4

Funkcija f sa skupa X u skup Y je svaka relacija f C X X Y za
koju vrijedi:

(i) zaVxe X,dye Ytd. je (x,y)€f,i

(ii) akosu (x,y) € fi(x,y’) € fondajey’ =y.
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Funkcija f sa skupa X u skup Y je svaka relacija f C X X Y za
koju vrijedi:

(i) zaVxe X,dye Ytd. je (x,y)€f,i

(ii) akosu (x,y) € fi(x,y’) € fondajey’ =y.

(i) i (i) se zajedni¢ki mogu zapisati ovako:
zaVxe X,y e Ytd. je (x,y) €f.
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Funkcije kao relacije

U §4 govorili smo o funkcijama ali ih zapravo nismo bili definirali.

Definicija 6.4

Funkcija f sa skupa X u skup Y je svaka relacija f C X X Y za
koju vrijedi:

(i) zaVxe X,dye Ytd. je (x,y)€f,i

(ii) akosu (x,y) € fi(x,y’) € fondajey’ =y.

(i) i (i) se zajedni¢ki mogu zapisati ovako:
zaVxe X,y e Ytd. je (x,y) €f.

v

Umjesto (x, y) € f pise se y = f(x), a umjesto f C X x Y pise se
f: X—=Y.

v

Dakle, funkcija f se definira kao njezin graf Ir C X x Y.
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Slika funkcije je skup

Teorem 6.5

Neka su X i 'Y skupovi a f: X — Y funkcija. Za svaki podskup
A C X je klasa

f(A)={y:yeYidxeAtd je(x,y) € f}
takoder skup.

Specijalno, f(X):={y € Y:3x € X t.d. jey = f(x)} je skup,
f(X) C Y, i naziva se slika funkcije f.
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Slika funkcije je skup

Teorem 6.5

Neka su X i 'Y skupovi a f: X — Y funkcija. Za svaki podskup
A C X je klasa

f(A):={y:yeYidxeAtd je(x,y) €f}
takoder skup. o(y)

Specijalno, f(X):={y € Y:3x € X t.d. jey = f(x)} je skup,
f(X) C Y, i naziva se slika funkcije f.

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz AX separacije za svojstvo o(y). O
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Slika funkcije je skup

Teorem 6.5

Neka su X i 'Y skupovi a f: X — Y funkcija. Za svaki podskup
A C X je klasa

f(A):={y:yeYidxeAtd je(x,y) €f}
takoder skup. o(y)

Specijalno, f(X):={y € Y:3x € X t.d. jey = f(x)} je skup,
f(X) C Y, i naziva se slika funkcije f.

Dokaz: Tvrdnja slijedi iz AX separacije za svojstvo o(y).

O

Teorem 6.6

Neka su X i'Y skupovi, BC Y, if: X — Y funkcija. Tada je
klasa f~1(B):=={x € X:3y € Btd. jey =f(x)} C X
takoder skup, i naziva se praslika ili original skupa B.
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© POTENTNOST SKUPOVA

Ekvipotentni skupovi

Konacni skupovi

Prebrojivi i neprebrojivi skupovi
Princip rekurzivne definicije
Beskonacni skupovi i aksiom izbora
Kardinalnost

® 6 6 6 6 o

25. svibnja 2016.
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Zelimo nekako razlikovati skupove ,po veli¢ini”.
Za konacne skupove to je lako— ,,prebrojimo” ih.
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e Pri¢a o putnicima i sjedalima u autobusu.
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Ekvipotentnost

Zelimo nekako razlikovati skupove ,po veli¢ini”.
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Ali Sto to znadi: prebrojiti? | Sto znaci da je npr. 3 <77

e Pri¢a o putnicima i sjedalima u autobusu.

Definicija 7.1

Za skupove A i B kazemo da su ekvipotentni ako postoji bijekcija
f: A— B. (Dakle, injektivna surjekcija s A na B.)
U tom slucaju pisat ¢emo A ~ B.
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Definicija 7.1
Za skupove A i B kazemo da su ekvipotentni ako postoji bijekcija

f: A— B. (Dakle, injektivna surjekcija s A na B.)
U tom slucaju pisat ¢emo A ~ B.

4

e {7,15, —6} ~{2, 7, /—1}

N,
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Definicija 7.1
Za skupove A i B kazemo da su ekvipotentni ako postoji bijekcija

f: A— B. (Dakle, injektivna surjekcija s A na B.)
U tom slucaju pisat ¢emo A ~ B.

| A\

Primjeri 7.2

o {7,15,—6} ~ {2, 7, /—1}
e {0,1}~{O, A}

N,
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Ekvipotentnost
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Za konacne skupove to je lako— ,,prebrojimo” ih.
Ali Sto to znaci: prebrojiti? | Sto znaci da je npr. 3 < 77

e Pri¢a o putnicima i sjedalima u autobusu.

Definicija 7.1
Za skupove A i B kazemo da su ekvipotentni ako postoji bijekcija

f: A— B. (Dakle, injektivna surjekcija s A na B.)
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§7. EKVIPOTENTNI SKUPOVI

Ekvipotentnost

Zelimo nekako razlikovati skupove ,po veli¢ini”.
Za konacne skupove to je lako— ,,prebrojimo” ih.
Ali Sto to znaci: prebrojiti? | Sto znaci da je npr. 3 < 77

e Pri¢a o putnicima i sjedalima u autobusu.

Definicija 7.1
Za skupove A i B kazemo da su ekvipotentni ako postoji bijekcija

f: A— B. (Dakle, injektivna surjekcija s A na B.)
U tom slucaju pisat ¢emo A ~ B.

4

e {7,15,—6} ~ {2, , /—1}
e {0,1}~{0O, A}

0 {1,2,3,...1~{2,4,6,...}
o N~7Z

N,
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Primjeri 7.3

o [a, b] ~[c,d]

d—c

xc+ p==(x—a)
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Primjeri

° la, b] ~[c, d] geometrijski:
x e+ §=5(x —a)
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A
o [a, b] ~[c, d] geometrijski: a,’_/,’i‘.b
d—c g V, ‘4.
xc+ p==(x—a) s
o (a,b)~R
€ > R
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Primjeri

Primjeri 7.3

o [a, b] ~[c,d]

d—c

X —=c+ o=

o (a,b)~R

geometrijski:

<o——>
X @—>
4

LN
o

HE

o
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Primjeri

A
@ [a, b] ~[c,d] geometrijski: a,’_,’i‘.b
Py N
d_ 7/ v N
xc+ p==(x—a) ;_.‘—°7‘&
] <a, b> ~R I I
x = x’ ;/ a(}'/ at+b >'(X=/ )b R
2

y =y’
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Primjeri

A
o [a, b] ~[c,d] geometrijski: a,’_,’i‘.b
Yy N
d—c 4 v ‘4.
X —C + E(X — a) C. ° d

] <a,b>~R I I
rY ra o—)
x'—>x: > 3V ot Xx b R
y =y
X = 5+ 35 (x —b) tg
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[0,1) ~(0,1)
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[0,1) ~ (0, 1) L

x—|—% ,0§X<%

o
Ni= @
o1
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[0,1) ~ (0, 1) L
x—|—% ,0< x< %
X=73.3SX<i  u

2|
NI
Blw
=
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[0,1) ~ (0, 1) L
x—|—% ,0§X<%
X—3 . 3SX<3  n
fix) =4x—32 , 2<x<] / /
1/8. /
o ot
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x—%,%<x<%—g
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Primjeri

Primjer 7.4

0,1) ~ (0,1)
x—|—% ,0§X<%
1 1 3
X—z . 38x<3
fx)=4x—8 . 3<x<3
13 7 15
X—16§SX<15

Za vjezbu dokazite
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Primjeri

(0,1] ~ (0, 1] x (0, 1]

Svaki broj x € (0, 1] ima jedinstven zapis bez beskonaéno mnogo nula.
Kao primjer, neka je x = 0.0230010005430950041 . ..
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Svaki broj x € (0, 1] ima jedinstven zapis bez beskonaéno mnogo nula.
Kao primjer, neka je x = 0.0230010005430950041 . ..

Znamenke svrstamo u grupe koje zavrsavaju znamenkom razli¢itom
od nule: x =0.02 3 001 0005430950041 ...
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§7. EKVIPOTENTNI SKUPOVI

Primjeri

(0,1] ~ (0, 1] x (0, 1]

Svaki broj x € (0, 1] ima jedinstven zapis bez beskonaéno mnogo nula.
Kao primjer, neka je x = 0.0230010005430950041 . ..

Znamenke svrstamo u grupe koje zavrsavaju znamenkom razli¢itom
od nule: x =0.02 3 001 0005430950041 ...

i takav x € (0, 1] preslikamo u par (x1, x2) € (0,1] x (0, 1] ovako:
x — (x1, x0) == (0.02 001 409 004 ..., 0.30005351 ...)
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Primjeri

(0,1] ~ (0, 1] x (0, 1]
Svaki broj x € (0, 1] ima jedinstven zapis bez beskonaéno mnogo nula.

Kao primjer, neka je x = 0.0230010005430950041 . ..

Znamenke svrstamo u grupe koje zavrsavaju znamenkom razli¢itom

od nule: x =0.02 3 001 0005430950041 ...

i takav x € (0, 1] preslikamo u par (x1, x2) € (0,1] x (0, 1] ovako:
x — (x1,x2) := (0.02 001 409 004 ..., 0.30005351 ...)

Jasno je kako se definira inverzno preslikavanje: x; i xo se zapisu u

grupama kao gore, pa se paru (xi, xo) pridruZi x definiran tako da
se za decimale uzimaju naizmjence grupe od x3 odnosno xo.

v
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O injekcijama pocetnog komada skupa N

OZNAKA: Za svaki k € Nskup{1,2,..., k} nazivamo pocetnim komadom
ili pocetnim segmentom skupa N, i oznacujemo ga [1..k].°

5Vukovié, Teorija skupova, koristi oznaku Ny.
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O injekcijama pocetnog komada skupa N

OZNAKA: Za svaki k € Nskup{1,2,..., k} nazivamo pocetnim komadom
ili pocetnim segmentom skupa N, i oznacujemo ga [1..k].°

Teorem 8.1

Za svaki k € N je svaka injekcija f: [1.. k] — [1..k] ujedno i
surjekcija, dakle, bijekcija.

5Vukovié, Teorija skupova, koristi oznaku Ny.
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O injekcijama pocetnog komada skupa N

OZNAKA: Za svaki k € Nskup{1,2,..., k} nazivamo pocetnim komadom
ili pocetnim segmentom skupa N, i oznacujemo ga [1..k].°

Teorem 8.1

Za svaki k € N je svaka injekcija f: [1.. k] — [1..k] ujedno i
surjekcija, dakle, bijekcija.

Dokaz: Indukcijom po k. Zak =1je[1..1] ={1}, paje tvrdnja oligledna.

5Vukovié, Teorija skupova, koristi oznaku Ny.
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O injekcijama pocetnog komada skupa N

OZNAKA: Za svaki k € Nskup{1,2,..., k} nazivamo pocetnim komadom
ili pocetnim segmentom skupa N, i oznacujemo ga [1..k].°

Teorem 8.1

Za svaki k € N je svaka injekcija f: [1.. k] — [1..k] ujedno i
surjekcija, dakle, bijekcija.

Dokaz: Indukcijom po k. Zak =1je[1..1] ={1}, paje tvrdnja oligledna.
k ~> k+1: Nekaje f: [1..k+1] — [1..k + 1] injekcija.
Tada je i restrikcija ]y x: [1.. k]l = [1.. k + 1] injekcija.

5Vukovié, Teorija skupova, koristi oznaku Ny.
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O injekcijama pocetnog komada skupa N

OZNAKA: Za svaki k € Nskup{1,2,..., k} nazivamo pocetnim komadom
ili pocetnim segmentom skupa N, i oznacujemo ga [1..k].°

Teorem 8.1

Za svaki k € N je svaka injekcija f: [1.. k] — [1..k] ujedno i
surjekcija, dakle, bijekcija.

Dokaz: Indukcijom po k. Zak =1je[1..1] ={1}, paje tvrdnja oligledna.
k ~> k+1: Nekaje f: [1..k+1] — [1..k + 1] injekcija.
Tada je i restrikcija ]y x: [1.. k]l = [1.. k + 1] injekcija.
Imamo dva sludaja:
1. slu¢aj: f(k+ 1) =k+ 1. Tadaje f([1..k]) C[1..k], pa je
restrikcija fljy. x1: [1.. k] — [1.. k] injekcija, dakle, PP1/ i surjekcija.
Stogajei f:[1..k+1] — [1..k + 1] surjekcija. JAN

5Vukovié, Teorija skupova, koristi oznaku Ny.
"Koristit éemo skraéenicu PP| umjesto ,,po pretpostavci indukcije”.
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1
2. sluéaj: flk+1)=:ige[l..k].

12 ‘ k k41

o
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1) =iy €[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je fljo) =k+1.

12 ‘ ko k+1
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1) =iy €[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je f(jo) = k+ 1. Inale bi bilo f([ .. ]) C [1.. k] pa bi restrikcija
flin. gz [1..k] = [1..k] bila injekcija, pa onda PPI, i surjekcija,
te bi postojao iy € [1..k] t.d. je f(i1) =ip=Ff(k+1).

Loz iy 2 k _\k+1
\&
12 T i e kK k+1

o
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1) =iy €[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je f(jo) = k+ 1. Inale bi bilo f([ .. ]) C [1.. k] pa bi restrikcija
flin. gz [1..k] = [1..k] bila injekcija, pa onda PPI, i surjekcija,
te bi postojao iy € [1..k] t.d. je f(i1) =ip=Ff(k+1).

Loz iy 2 k _\k+1
\&
12 T i e kK k+1

fo
Ali kako je i1 # k41 dobili bismo kontradikciju s injektivnos¢u od f.
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1) =iy €[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je f(jo) = k+ 1. Inale bi bilo f([ .. ]) C [1.. k] pa bi restrikcija
flin. gz [1..k] = [1..k] bila injekcija, pa onda PPI, i surjekcija,
te bi postojao iy € [1..k] t.d. je f(i1) =ip=Ff(k+1).

1 2 ><k\k+l

12 io k o k+1
Ali kako je i1 # k41 dobili bismo kontradikciju s injektivnoséu od f.
Postoji, dakle, jedinstven jo € [1..k] t.d. je f(jo) = k+ 1. AN
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1) =iy €[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je f(jo) = k+ 1. Inale bi bilo f([ .. ]) C [1.. k] pa bi restrikcija
flin. gz [1..k] = [1..k] bila injekcija, pa onda PPI, i surjekcija,
te bi postojao iy € [1..k] t.d. je f(i1) =ip=Ff(k+1).

12 e ok _yk+1
g&/><
' P

1 2 io
Ali kako je i1 # k41 dobili bismo kontradikciju s injektivnoséu od f.
Postoji, dakle, jedinstven jo € [1..k] t.d. je f(jo) = k+ 1. AN

f(j), zaj #jo

Definirajmo g: [1.. k] — [1.. k] ovako: g(j) = { b . zaj= o
0 . =Jo
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1) =iy €[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je f(jo) = k+ 1. Inale bi bilo f([ .. ]) C [1.. k] pa bi restrikcija
flin. gz [1..k] = [1..k] bila injekcija, pa onda PPI, i surjekcija,
te bi postojao iy € [1..k] t.d. je f(i1) =ip=Ff(k+1).

1 2 - Jo gk _ak+1
g&/><

Io k+1
Ali kako je i1 # k41 dobili bismo kontradikciju s injektivnoséu od f.
Postoji, dakle, jedinstven jo € [1..k] t.d. je f(jo) = k+ 1. AN
Definirajmo g: [1.. k] — [1.. k] ovako: g(j) = { fw rzaJ #J.O.
lo »zaj=Jo
g je ocito injekcija, pa je PPl i surjekcija.
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1) =iy €[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je f(jo) = k+ 1. Inale bi bilo f([ .. ]) C [1.. k] pa bi restrikcija
flin. gz [1..k] = [1..k] bila injekcija, pa onda PPI, i surjekcija,
te bi postojao iy € [1..k] t.d. je f(i1) =ip=Ff(k+1).

12 e ok _yk+1
g&/><

Io k+1
Ali kako je i1 # k—+1 dobili bismo kontradikciju s injektivno$éu od f.
Postoji, dakle, jedinstven jo € [1..k] t.d. je f(jo) = k+ 1. JAN
Definirajmo g: [1.. k] — [1.. k] ovako: g(j) = { fw 2@ J #J.O.
lo vzaj=Jo
g je ocito injekcija, pa je PPl i surjekcija. Stoga je i f surjekcija.
Naime, neka je £ € [1.. k + 1] proizvoljan.
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1) =iy €[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je f(jo) = k+ 1. Inale bi bilo f([ .. ]) C [1.. k] pa bi restrikcija
flin. gz [1..k] = [1..k] bila injekcija, pa onda PPI, i surjekcija,
te bi postojao iy € [1..k] t.d. je f(i1) =ip=Ff(k+1).

12 e Jo g k_yk+1
i/><
12 o io o k o k+1
Ali kako je i1 # k41 dobili bismo kontradikciju s injektivnoséu od f.
Postoji, dakle, jedinstven jo € [1..k] t.d. je f(jo) = k+ 1. AN
Definirajmo g: [1.. k] — [1.. k] ovako: g(j) = { fw 2@ J #J.O.
lo vzaj=Jo
g je ocito injekcija, pa je PPl i surjekcija. Stoga je i f surjekcija.
Naime, neka je £ € [1.. k + 1] proizvoljan.
a) Ako je Ly, k+1 onda zbog surjektivnostiod g, 3j€[1.. k] t.d. je f(j)=L.
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1) =iy €[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je f(jo) = k+ 1. Inale bi bilo f([ .. ]) C [1.. k] pa bi restrikcija
flin. gz [1..k] = [1..k] bila injekcija, pa onda PPI, i surjekcija,
te bi postojao iy € [1..k] t.d. je f(i1) =ip=Ff(k+1).

12 e Jop k_yk+1
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Ali kako je i1 # k41 dobili bismo kontradikciju s injektivnoséu od f.
Postoji, dakle, jedinstven jo € [1..k] t.d. je f(jo) = k+ 1. AN
Definirajmo g: [1.. k] — [1.. k] ovako: g(j) = { fw 2@ J #J.O.
lo vzaj=Jo
g je ocito injekcija, pa je PPl i surjekcija. Stoga je i f surjekcija.
Naime, neka je £ € [1.. k + 1] proizvoljan.
a) Ako je Ly, k+1 onda zbog surjektivnostiod g, 3j€[1.. k] t.d. je f(j)=L.
b) Ako je { =iy onda je f(k+1) =ip = L.
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Zavrsetak dokaza teorema 8.1

2. slu¢aj: f(k+1) =iy €[l..k]. Zbog injektivnosti 3! jo € [1.. k] t.d.
je f(jo) = k+ 1. Inale bi bilo f([ .. ]) C [1.. k] pa bi restrikcija
flin. gz [1..k] = [1..k] bila injekcija, pa onda PPI, i surjekcija,
te bi postojao iy € [1..k] t.d. je f(i1) =ip=Ff(k+1).

12 e Jo g k_yk+1
a——
12 o io o k o k+1
Ali kako je i1 # k41 dobili bismo kontradikciju s injektivnoséu od f.
Postoji, dakle, jedinstven jo € [1..k] t.d. je f(jo) = k+ 1. AN
Definirajmo g: [1.. k] — [1.. k] ovako: g(j) = { fw 2@ J #J.O.
lo vzaj=Jo
g je ocito injekcija, pa je PPl i surjekcija. Stoga je i f surjekcija.
Naime, neka je £ € [1.. k + 1] proizvoljan.

a) Ako je Ly, k+1 onda zbog surjektivnostiod g, 3j€[1.. k] t.d. je f(j)=L.

b) Ako je { =iy onda je f(k+1) =ip = L.

c)Akoje{=k+1ondaje f(jo)=k+1=L J
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Konacni skupovi

Definicija 8.2

Za skup A kazemo da je konacan ako je prazan ili ako postoji
n € N t.d. je A ekvipotentan skupu [1..n].

Teorem 8.1 pokazuje da je n iz definicije jedinstven. Pisemo k(A) = n,
i kazemo da je kardinalnost od A jednaka n.
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Konacni skupovi

Definicija 8.2
Za skup A kazemo da je konacan ako je prazan ili ako postoji
n € N t.d. je A ekvipotentan skupu [1..n].

Teorem 8.1 pokazuje da je n iz definicije jedinstven. Pisemo k(A) = n,
i kazemo da je kardinalnost od A jednaka n.

Iz definicije neposredno slijedi:
Korolar 8.3

Ako su skupovi A i B ekvipotentni i skup A je konacan, onda je i
skup B konacan. [
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Konacni skupovi

Definicija 8.2
Za skup A kazemo da je konacan ako je prazan ili ako postoji
n € N t.d. je A ekvipotentan skupu [1..n].

Teorem 8.1 pokazuje da je n iz definicije jedinstven. Pisemo k(A) = n,
i kazemo da je kardinalnost od A jednaka n.

Iz definicije neposredno slijedi:
Korolar 8.3

Ako su skupovi A i B ekvipotentni i skup A je konacan, onda je i
skup B konacan. []

Jednostavna posljedica teorema 8.1 je:
Korolar 8.4

Svaka injekcija A — A konacnog skupa A u sima sebe je ujedno i
surjekcija, dakle i bijekcija. O
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Podskupovi konacnih skupova su konacni skupovi

Teorem 8.5

Za svaki podskup A C [1..m] postoji £ € N, £ < m, takav da je A
ekvipotentan skupu [1..4], pa je k(A) = L.
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Teorem 8.5

Za svaki podskup A C [1..m] postoji £ € N, £ < m, takav da je A
ekvipotentan skupu [1..4], pa je k(A) = L.

Dokaz: Indukcijom po m. Za m =1 tvrdnja je ocigledna.
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Teorem 8.5

Za svaki podskup A C [1..m] postoji £ € N, £ < m, takav da je A
ekvipotentan skupu [1..4], pa je k(A) = L.

Dokaz: Indukcijom po m. Za m =1 tvrdnja je ocigledna.
m~>m-+1:NekajemeNt.dzaVBC[l..m], < mtd.jek(B) =1L
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Podskupovi konacnih skupova su konacni skupovi

Teorem 8.5

Za svaki podskup A C [1..m] postoji £ € N, £ < m, takav da je A
ekvipotentan skupu [1..4], pa je k(A) = L.

Dokaz: Indukcijom po m. Za m =1 tvrdnja je ocigledna.
m~>m-+1:NekajemeNt.dzaVBC[l..m], < mtd.jek(B) =1L
Nekaje A C [1..m+1]. Akoje A C [1..m] onda tvrdnja slijedi iz PI.
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Podskupovi konacnih skupova su konacni skupovi

Teorem 8.5

Za svaki podskup A C [1..m] postoji £ € N, £ < m, takav da je A
ekvipotentan skupu [1..4], pa je k(A) = L.

Dokaz: Indukcijom po m. Za m =1 tvrdnja je ocigledna.

m~>m-+1:NekajemeNt.dzaVBC[l..m], < mtd.jek(B) =1L
Nekaje A C [1..m+1]. Akoje A C [1..m] onda tvrdnja slijedi iz PI.
Ostaje slu¢aj m+1 € A. Tada je A\{m+1} C [1..m] pa PPI
Htd. je k(A\{m+1}) =L tj. A\{m+1}~[1..4.
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Podskupovi konacnih skupova su konacni skupovi

Teorem 8.5

Za svaki podskup A C [1..m] postoji £ € N, £ < m, takav da je A
ekvipotentan skupu [1..4], pa je k(A) = L.

Dokaz: Indukcijom po m. Za m =1 tvrdnja je ocigledna.
m~>m-+1:NekajemeNt.dzaVBC[l..m], < mtd.jek(B) =1L
Nekaje A C [1..m+1]. Akoje A C [1..m] onda tvrdnja slijedi iz PI.
Ostaje slu¢aj m+1 € A. Tada je A\{m+1} C [1..m] pa PPI
Htd. je k(A\{m+1}) =L tj. A\{m+1}~[1..4.
Tadaje A~[1..0+1], tj. k(A) =€+ 1. ]
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Podskupovi konacnih skupova su konacni skupovi

Teorem 8.5

Za svaki podskup A C [1..m] postoji £ € N, £ < m, takav da je A
ekvipotentan skupu [1..4], pa je k(A) = L.

Dokaz: Indukcijom po m. Za m =1 tvrdnja je ocigledna.
m~>m-+1:NekajemeNt.dzaVBC[l..m], < mtd.jek(B) =1L
Nekaje A C [1..m+1]. Akoje A C [1..m] onda tvrdnja slijedi iz PI.
Ostaje slu¢aj m+1 € A. Tada je A\{m+1} C [1..m] pa PPI
Htd. je k(A\{m+1}) =L tj. A\{m+1}~[1..4.
Tadaje A~[1..0+1], tj. k(A) =€+ 1. ]

Korolar 8.6
Svaki podskup konacnog skupa je konacan skup.
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Podskupovi konacnih skupova su konacni skupovi

Teorem 8.5
Za svaki podskup A C [1..m] postoji £ € N, £ < m, takav da je A
ekvipotentan skupu [1..4], pa je k(A) = L.

Dokaz: Indukcijom po m. Za m =1 tvrdnja je ocigledna.
m~>m-+1:NekajemeNt.dzaVBC[l..m], < mtd.jek(B) =1L
Nekaje A C [1..m+1]. Akoje A C [1..m] onda tvrdnja slijedi iz PI.
Ostaje slu¢aj m+1 € A. Tada je A\{m+1} C [1..m] pa PPI
Htd. je k(A\{m+1}) =L tj. A\{m+1}~[1..4.
Tadaje A~[1..0+1], tj. k(A) =€+ 1. ]

Korolar 8.6
Svaki podskup konacnog skupa je konacan skup.

Dokaz: Neka je A C B gdje je B neki konacan skup. Prema definiciji,
postojime Ntd.je B~[1..m],paje A~A"zanekiA’ C[1..m].




UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

Podskupovi konacnih skupova su konacni skupovi

Teorem 8.5
Za svaki podskup A C [1..m] postoji £ € N, £ < m, takav da je A
ekvipotentan skupu [1..4], pa je k(A) = L.

Dokaz: Indukcijom po m. Za m =1 tvrdnja je ocigledna.
m~>m-+1:NekajemeNt.dzaVBC[l..m], < mtd.jek(B) =1L
Nekaje A C [1..m+1]. Akoje A C [1..m] onda tvrdnja slijedi iz PI.
Ostaje slu¢aj m+1 € A. Tada je A\{m+1} C [1..m] pa PPI
Htd. je k(A\{m+1}) =L tj. A\{m+1}~[1..4.
Tadaje A~[1..0+1], tj. k(A) =€+ 1. ]

Korolar 8.6
Svaki podskup konacnog skupa je konacan skup.

Dokaz: Neka je A C B gdje je B neki konacan skup. Prema definiciji,
postojime Ntd.je B~[1..m],paje A~A"zanekiA’ C[1..m].
Prema teoremu 8.5 postoji { < mt.d. je A~[1..4]. O
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3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

Podsjetnik: induktivni skupovi

Vratimo se nacas prirodnim brojevima. Jedna varijanta definicije
induktivnog podskupa od R, je sljedeca:

Definicija 8.7

Podskup A C R je induktivan ako sadrzi broj 1 i za svaki x € A je i
x+1eA.
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3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

Podsjetnik: induktivni skupovi

Vratimo se nacas prirodnim brojevima. Jedna varijanta definicije
induktivnog podskupa od R, je sljedeca:

Definicija 8.7

Podskup A C R je induktivan ako sadrzi broj 1 i za svaki x € A je i
x+1eA.

Ocito je presjek svih induktivnih podskupova od R jednak skupu N.
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3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

Podsjetnik: induktivni skupovi

Vratimo se nacas prirodnim brojevima. Jedna varijanta definicije
induktivnog podskupa od R, je sljedeca:

Definicija 8.7

Podskup A C R je induktivan ako sadrzi broj 1 i za svaki x € A je i
x+1eA.

Ocito je presjek svih induktivnih podskupova od R jednak skupu N.
Dakle,
o N je induktivan skup, i
e vrijedi princip indukcije:
Ako je A C N induktivan podskup od N onda je A =N.
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3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

Dobro uredenje skupa prirodnih brojeva

Teorem 8.8 (o dobrom uredenju skupa N)

(a) Za svaki n € N, svaki neprazan podskup skupa [1..n] ima
najmanji element.
(b) Svaki neprazan podskup skupa N ima najmanji element.
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3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

Dobro uredenje skupa prirodnih brojeva

Teorem 8.8 (o dobrom uredenju skupa N)

(a) Za svaki n € N, svaki neprazan podskup skupa [1..n] ima
najmanji element.

(b) Svaki neprazan podskup skupa N ima najmanji element.

Dokaz: (a): Neka je A C N skup onih n-ova za koje (a) vrijedi.
O¢ito je 1 € A jer je jedini neprazan podskup od [1..1] ={1} on sdm.
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3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

Dobro uredenje skupa prirodnih brojeva

Teorem 8.8 (o dobrom uredenju skupa N)

(a) Za svaki n € N, svaki neprazan podskup skupa [1..n] ima
najmanji element.
(b) Svaki neprazan podskup skupa N ima najmanji element.

Dokaz: (a): Neka je A C N skup onih n-ova za koje (a) vrijedi.
O¢ito je 1 € A jer je jedini neprazan podskup od [1..1] ={1} on sdm.
n~> n+1: Pretpostavimo da je n € Ainekaje C C[1..n+1].
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§8. KONACNI SKUPOVI

Dobro uredenje skupa prirodnih brojeva

Teorem 8.8 (o dobrom uredenju skupa N)
(a) Za svaki n € N, svaki neprazan podskup skupa [1..n] ima

najmanji element.
(b) Svaki neprazan podskup skupa N ima najmanji element.

Dokaz: (a): Neka je A C N skup onih n-ova za koje (a) vrijedi.
O¢ito je 1 € A jer je jedini neprazan podskup od [1..1] ={1} on sam.
n~> n+1: Pretpostavimo da je n € Ainekaje C C[1..n+1].
Ako je C ={n+ 1} onda je n+ 1 najmanji element od C.
U protivhom promotrimo CNI1.. n] koji je neprazan podskup od [1.. n].
PPl je n € Apa CN[1l..n] ima najmanji element, te je taj ujedno i
najmanji element skupa C.
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§8. KONACNI SKUPOVI

Dobro uredenje skupa prirodnih brojeva

Teorem 8.8 (o dobrom uredenju skupa N)

(a) Za svaki n € N, svaki neprazan podskup skupa [1..n] ima

najmanji element.
(b) Svaki neprazan podskup skupa N ima najmanji element.

Dokaz: (a): Neka je A C N skup onih n-ova za koje (a) vrijedi.
O¢ito je 1 € A jer je jedini neprazan podskup od [1..1] ={1} on sam.
n~> n+1: Pretpostavimo da je n € Ainekaje C C[1..n+1].
Ako je C ={n+ 1} onda je n+ 1 najmanji element od C.
U protivhom promotrimo CNI1.. n] koji je neprazan podskup od [1.. n].
PPl je n € Apa CN[1l..n] ima najmanji element, te je taj ujedno i
najmanji element skupa C. Dakle, C ima najmanji element, tj. n+1 € A.
Kako je A induktivan skup, zakljuéujemo da je A=N. = (a)
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§8. KONACNI SKUPOVI

Dobro uredenje skupa prirodnih brojeva

Teorem 8.8 (o dobrom uredenju skupa N)
(a) Za svaki n € N, svaki neprazan podskup skupa [1..n] ima

najmanji element.
(b) Svaki neprazan podskup skupa N ima najmanji element.

Dokaz: (a): Neka je A C N skup onih n-ova za koje (a) vrijedi.
O¢ito je 1 € A jer je jedini neprazan podskup od [1..1] ={1} on sam.
n~> n+1: Pretpostavimo da je n € Ainekaje C C[1..n+1].
Ako je C ={n+ 1} onda je n+ 1 najmanji element od C.
U protivhom promotrimo CNI1.. n] koji je neprazan podskup od [1.. n].
PPl je n € Apa CN[1l..n] ima najmanji element, te je taj ujedno i
najmanji element skupa C. Dakle, C ima najmanji element, tj. n+1 € A.
Kako je A induktivan skup, zakljuéujemo da je A=N. = (a)
(b) Neka je ) # D C N, i odaberimo neki n € D.
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Dobro uredenje skupa prirodnih brojeva

Teorem 8.8 (o dobrom uredenju skupa N)
(a) Za svaki n € N, svaki neprazan podskup skupa [1..n] ima

najmanji element.
(b) Svaki neprazan podskup skupa N ima najmanji element.

Dokaz: (a): Neka je A C N skup onih n-ova za koje (a) vrijedi.
O¢ito je 1 € A jer je jedini neprazan podskup od [1..1] ={1} on sam.
n~> n+1: Pretpostavimo da je n € Ainekaje C C[1..n+1].
Ako je C ={n+ 1} onda je n+ 1 najmanji element od C.
U protivhom promotrimo CNI1.. n] koji je neprazan podskup od [1.. n].
PPl je n € Apa CN[1l..n] ima najmanji element, te je taj ujedno i
najmanji element skupa C. Dakle, C ima najmanji element, tj. n+1 € A.
Kako je A induktivan skup, zakljuéujemo da je A=N. = (a)
(b) Neka je ) # D C N, i odaberimo neki n € D. Skup DN [1..n] je
neprazan, pa prema (a) ima najmanji element. To ¢e automatski

biti i najmanji element skupa D. L]
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§8. KONACNI SKUPOVI

Karakterizacija konac¢nih skupova

Teorem 8.9

Neka je A neprazan skup. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
(i) skup A je konacan;

(ii) postoji k € N i surjekcija [1..k] — A;

(iii) postoji m € N i injekcija A — [1..m].
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§8. KONACNI SKUPOVI

Karakterizacija konac¢nih skupova

Teorem 8.9

Neka je A neprazan skup. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
(i) skup A je konacan;

(ii) postoji k € N i surjekcija [1..k] — A;

(iii) postoji m € N i injekcija A — [1..m].

Dokaz: (i) = (ii): A # () je konadan pa postoji bijekcija g: A — [1.. K]
za neki k. Inverzna funkcija g~ 1: [1..k] — A je trazena surjekcija. A
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§8. KONACNI SKUPOVI

Karakterizacija konac¢nih skupova

Teorem 8.9

Neka je A neprazan skup. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
(i) skup A je konacan;

(ii) postoji k € N i surjekcija [1..k] — A;

(iii) postoji m € N i injekcija A — [1..m].

Dokaz: (i) = (ii): A # () je konadan pa postoji bijekcija g: A — [1.. K]

za neki k. Inverzna funkcija g~ 1: [1..k] — A je trazena surjekcija. A
(i) = (iii): Neka je f: [1..k] — A surjekcija. Za a € A neka je b,

najmanji element skupa f~1(a) C [1..k].
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§8. KONACNI SKUPOVI

Karakterizacija konac¢nih skupova

Teorem 8.9

Neka je A neprazan skup. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
(i) skup A je konacan;

(ii) postoji k € N i surjekcija [1..k] — A;

(iii) postoji m € N i injekcija A — [1..m].

Dokaz: (i) = (ii): A # () je konadan pa postoji bijekcija g: A — [1.. K]
za neki k. Inverzna funkcija g~ 1: [1..k] — A je trazena surjekcija. A
(i) = (iii): Neka je f: [1..k] — A surjekcija. Za a € A neka je b,
najmanji element skupa f~1(a) C [1..k].
Za a# a’ su skupovi f~1(a) i f~1(a’) disjunktni, pa je b, # b,
Stoga je funkcije g: A — [1..k] definirana s f(a) = b, injekcija. A
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§8. KONACNI SKUPOVI

Karakterizacija konac¢nih skupova

Teorem 8.9

Neka je A neprazan skup. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne:
(i) skup A je konacan;

(ii) postoji k € N i surjekcija [1..k] — A;

(iii) postoji m € N i injekcija A — [1..m].

Dokaz: (i) = (ii): A # () je konadan pa postoji bijekcija g: A — [1.. K]

za neki k. Inverzna funkcija g~ 1: [1..k] — A je trazena surjekcija. A
(i) = (iii): Neka je f: [1..k] — A surjekcija. Za a € A neka je b,

najmanji element skupa f~1(a) C [1..k].

Za a# a’ su skupovi f~1(a) i f~1(a’) disjunktni, pa je b, # b,

Stoga je funkcije g: A — [1..k] definirana s f(a) = b, injekcija. A
(iif) = (i): Neka je g: A — [1..m] injekcija. Tada je korestrikcija

g: A — g(A) bijekcija, paje A~ g(A) C [1..m]. Prema teoremu 8.5

je g(A), aondai A, konacan skup. O
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§8. KONACNI SKUPOVI

Konacne unije i produkti konacnih skupova

Korolar 8.10

Konacne unije i konacni Kartezijevi produkti konacnih skupova su
konacni skupovi.
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3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

Konacne unije i produkti konacnih skupova

Korolar 8.10

Konacne unije i konacni Kartezijevi produkti konacnih skupova su
konacni skupovi.

Dokaz: Neka su Ai B neprazni konacni skupovi, inekasu f: [1..m] — A
i g:[1..n] — B bijekcije. Funkcija h: [1..m+n] - AUB
. N fg) . 1<j<m
definirana s h(j) = {g(j—m), m+1<j<m+n
je ocito surjekcija (mozde ne i bijekcija!), pa je AU B konacan skup.
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3. POTENTNOST SKUPOVA
§8. KONACNI SKUPOVI

Konacne unije i produkti konacnih skupova

Korolar 8.10

Konacne unije i konacni Kartezijevi produkti konacnih skupova su
konacni skupovi.

Dokaz: Neka su Ai B neprazni konacni skupovi, inekasu f: [1..m] — A
i g:[1..n] — B bijekcije. Funkcija h: [1..m+n] - AUB
. N fj) ,1<j<m
definirana s h(j) = {g(j—m), m+1<j<m+n
je ocito surjekcija (mozde ne i bijekcija!), pa je AU B konacan skup.
Sada se tvrdnja za proizvoljne konacne unije, dokaze indukcijom.
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§8. KONACNI SKUPOVI

Konacne unije i produkti konacnih skupova

Korolar 8.10

Konacne unije i konacni Kartezijevi produkti konacnih skupova su
konacni skupovi.

Dokaz: Neka su Ai B neprazni konacni skupovi, inekasu f: [1..m] — A
i g:[1..n] — B bijekcije. Funkcija h: [1..m+n] - AUB
. N fj) ,1<j<m
definirana s h(j) = {g(j—m), m+1<j<m+n
je ocito surjekcija (mozde ne i bijekcija!), pa je AU B konacan skup.
Sada se tvrdnja za proizvoljne konacne unije, dokaze indukcijom.

Dokazimo da je i produkt A x B konacan skup.
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Konacne unije i produkti konacnih skupova

Korolar 8.10

Konacne unije i konacni Kartezijevi produkti konacnih skupova su
konacni skupovi.

Dokaz: Neka su Ai B neprazni konacni skupovi, inekasu f: [1..m] — A

i g:[1..n — B bijekcije. Funkcija h:[1..m+n — AUB
. ) fj) . 1<j<m

definirana s h(j) = {g(jgm)y m—i—Jl <j<m+n
je ocito surjekcija (mozde ne i bijekcija!), pa je AU B konacan skup.
Sada se tvrdnja za proizvoljne konacne unije, dokaze indukcijom.
Dokazimo da je i produkt A x B konacan skup.
Za svaki a € A je skup {a} x B konacan jer je ekvipotentan skupu B,
pa je produkt A x B = J{a} x B konaéan kao konaéna unija
konaénih skupova. acA
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§8. KONACNI SKUPOVI

Konacne unije i produkti konacnih skupova

Korolar 8.10

Konacne unije i konacni Kartezijevi produkti konacnih skupova su
konacni skupovi.

Dokaz: Neka su Ai B neprazni konacni skupovi, inekasu f: [1..m] — A

i g:[1..n — B bijekcije. Funkcija h:[1..m+n — AUB
. ) fj) . 1<j<m

definirana s h(j) = {g(jgm)y m—i—Jl <j<m+n
je ocito surjekcija (mozde ne i bijekcija!), pa je AU B konacan skup.
Sada se tvrdnja za proizvoljne konacne unije, dokaze indukcijom.
Dokazimo da je i produkt A x B konacan skup.
Za svaki a € A je skup {a} x B konacan jer je ekvipotentan skupu B,
pa je produkt A x B = J{a} x B konaéan kao konaéna unija
konaénih skupova. acA

Tvrdnja za konacne produkte dokazuje se sada indukcijom. O
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Beskonacni skupovi
Evo jos jedne jednostavne posljedice teorema 8.1, tocnije korolara 8.4:

Korolar 8.11

Ako je A konacan skup onda ne postoji bijekcija skupa A na neki
njegov pravi podskup, tj. konacan skup ne moZe biti ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu. O
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§8. KONACNI SKUPOVI

Beskonacni skupovi

Evo jos jedne jednostavne posljedice teorema 8.1, tocnije korolara 8.4:

Korolar 8.11

Ako je A konacan skup onda ne postoji bijekcija skupa A na neki
njegov pravi podskup, tj. konacan skup ne moZe biti ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu. O

i njegove posljedice

Korolar 8.12
Skup N nije konacan.
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§8. KONACNI SKUPOVI

Beskonacni skupovi
Evo jos jedne jednostavne posljedice teorema 8.1, tocnije korolara 8.4:

Korolar 8.11

Ako je A konacan skup onda ne postoji bijekcija skupa A na neki
njegov pravi podskup, tj. konacan skup ne moZe biti ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu. O

i njegove posljedice

Korolar 8.12
Skup N nije konacan.

Dokaz: Funkcija f: N — N definirana s f(n) = n+ 1 je bijekcija skupa N
na njegov pravi podskup N\ {1}. O
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Beskonacni skupovi
Evo jos jedne jednostavne posljedice teorema 8.1, tocnije korolara 8.4:

Korolar 8.11

Ako je A konacan skup onda ne postoji bijekcija skupa A na neki
njegov pravi podskup, tj. konacan skup ne moZe biti ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu. []

i njegove posljedice

Korolar 8.12
Skup N nije konacan.

Dokaz: Funkcija f: N — N definirana s f(n) = n+ 1 je bijekcija skupa N
na njegov pravi podskup N\ {1}. O

Definicija 8.13

Skup koji nije konacan je beskonacan skup .
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§8. KONACNI SKUPOVI

Beskonacni skupovi
Evo jos jedne jednostavne posljedice teorema 8.1, tocnije korolara 8.4:

Korolar 8.11

Ako je A konacan skup onda ne postoji bijekcija skupa A na neki
njegov pravi podskup, tj. konacan skup ne moZe biti ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu. []

i njegove posljedice

Korolar 8.12
Skup N nije konacan.

Dokaz: Funkcija f: N — N definirana s f(n) = n+ 1 je bijekcija skupa N
na njegov pravi podskup N\ {1}. O

Definicija 8.13 (Ovo je definicija, ne tautologija!)

Skup koji nije konacan je beskonacan skup .
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Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

Odsada ¢emo se gotovo iskljucivo baviti takvim, beskona¢nim skupovima.
Pa pogledajmo najprije ,,najmanje” beskonacne skupove.

Definicija 9.1

Skup A je prebrojivo beskonacan ako postoji bijekcija f: A — N.
Skup je prebrojiv ako je konacan ili prebrojivo beskonacan.
Skup koji nije prebrojiv je neprebrojiv.
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Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

Odsada ¢emo se gotovo iskljucivo baviti takvim, beskona¢nim skupovima.
Pa pogledajmo najprije ,,najmanje” beskonacne skupove.

Definicija 9.1

Skup A je prebrojivo beskonacan ako postoji bijekcija f: A — N.
Skup je prebrojiv ako je konacan ili prebrojivo beskonacan.
Skup koji nije prebrojiv je neprebrojiv.

Evo nekoliko jednostavnih primjera prebrojivo beskonacnih skupova:

Primjeri 9.2

oN: 2N={2,4,6,...}; 2N—1=1{1,35,...}
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Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

Odsada ¢emo se gotovo iskljucivo baviti takvim, beskona¢nim skupovima.
Pa pogledajmo najprije ,,najmanje” beskonacne skupove.

Definicija 9.1

Skup A je prebrojivo beskonacan ako postoji bijekcija f: A — N.
Skup je prebrojiv ako je konacan ili prebrojivo beskonacan.
Skup koji nije prebrojiv je neprebrojiv.

Evo nekoliko jednostavnih primjera prebrojivo beskonacnih skupova:

Primjeri 9.2

oN; 2N={2,4,6,...}; 2N—1={1,3,5,...}
. - 2n  ,n>0
@ 7Z: funkcija f: Z — N definiranas f(n) :{

— <
je bijekcija. CARIEE
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Primjer 9.3: Skup N x N je prebrojivo beskonacan
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{(m,n):ngm}ngN

e — e —> o
e —> 6 —> o — o




UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§9. PREBROJIVI | NEPREBROJIVI SKUPOVI

Primjer 9.3: Skup N x N je prebrojivo beskonacan

{(m,n):ngm}ngN

e —> o —> o
e —> 6 —> o — o




UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§9. PREBROJIVI | NEPREBROJIVI SKUPOVI

Primjer 9.3: Skup N x N je prebrojivo beskonacan

{(m,n):ngm}ngN

)
1 )
1 t t



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§9. PREBROJIVI | NEPREBROJIVI SKUPOVI

Primjer 9.3: Skup N x N je prebrojivo beskonacan

{(m,n):ngm}ngN

e —> 6 —> o — o




UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§9. PREBROJIVI | NEPREBROJIVI SKUPOVI

Primjer 9.3: Skup N x N je prebrojivo beskonacan

{(m,n):ngm}ngN

e —> 6 —> o — o




UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§9. PREBROJIVI | NEPREBROJIVI SKUPOVI

Primjer 9.3: Skup N x N je prebrojivo beskonacan

(gof)(xy)=3(x+y—2)(x+y—1)+y {(m,n):n<m}CNxN

fx,y)=x+y—1y)

e —> 6 —> o — o



UVOD U TEORIJU SKUPOVA | MATEMATICKU LOGIKU
3. POTENTNOST SKUPOVA
§9. PREBROJIVI | NEPREBROJIVI SKUPOVI

Primjer 9.4: Skup Q racionalnih brojeva je prebrojiv

Dovoljno je dokazati da postoji bijekcija N — Q. tj. da je Q. prebrojiv.
Tada lako konstruiramo bijekciju Q = Q_U{0}UQ, — —NU{0}JUN =Z — N.
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7 sljedeci su skupovi prebrojivi:
e QxQ;
@ skup intervala realnih brojeva
s racionalnim krajevima;
@ skup tocaka ravnine s
racionalnim koordinatama.
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Karakterizacija prebrojivih skupova

Za prepoznavanje prebrojivih skupova, koristan je sljedeéi teorem:

Teorem 9.5

Za neprazan skup B sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:

(a) B je prebrojiv;
(b) postoji surjekcija f: N — B;
(c) postoji injekcija g: B — N.
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Karakterizacija prebrojivih skupova

Za prepoznavanje prebrojivih skupova, koristan je sljedeéi teorem:

Teorem 9.5

Za neprazan skup B sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:

(a) B je prebrojiv;
(b) postoji surjekcija f: N — B;
(c) postoji injekcija g: B — N.

Dokaz: (a) = (b) Ako je B prebrojivo beskonadan onda, po definiciji
postoji bijekcija, dakle i surjekcija N — B.
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Karakterizacija prebrojivih skupova

Za prepoznavanje prebrojivih skupova, koristan je sljedeéi teorem:

Teorem 9.5

Za neprazan skup B sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:

(a) B je prebrojiv;
(b) postoji surjekcija f: N — B;
(c) postoji injekcija g: B — N.

Dokaz: (a) = (b) Ako je B prebrojivo beskonadan onda, po definiciji
postoji bijekcija, dakle i surjekcija N — B.
Ako je B # () konadan, onda postoji bijekcija h: [1..n] — B za neki n.

i <j <
Prosirimo h do surjekcije f: N — B ovako: f(j) = { Z(({)) ' jl;i S
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Zavrsetak dokaza teorema 9.5

(b) = (c) Neka je f: N — B surjekcija. Definirajmo g: B — N's
g(b) := najmanji element skupa f~1(b)
(takav postoji prema teoremu 8.8 o dobrom uredenju skupa N).
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Zavrsetak dokaza teorema 9.5

(b) = (c) Neka je f: N — B surjekcija. Definirajmo g: B — N's
g(b) := najmanji element skupa f~1(b)
(takav postoji prema teoremu 8.8 o dobrom uredenju skupa N).
Kako je f surjekcija, to je f~1(b) # () za svaki b € B,
a jer je najmanji element jedinstven, funkcija g je dobro definirana.
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Zavrsetak dokaza teorema 9.5

(b) = (c) Neka je f: N — B surjekcija. Definirajmo g: B — N's
g(b) := najmanji element skupa f~1(b)
(takav postoji prema teoremu 8.8 o dobrom uredenju skupa N).
Kako je f surjekcija, to je f~1(b) # () za svaki b € B,
a jer je najmanji element jedinstven, funkcija g je dobro definirana.
Za b # b’ skupovi f~1(b) i f~1(b’) su disjunktni, pa